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Predmluva

Toto skriptum je uréeno posluchaéim prvniho roéniku FJFI. Vzniklo na zékladé
prednasek, které jsem po fadu let konal. Zcela pokryva latku pfednaSenou v zékladnim
kursu linearni algebry. Jeho tikolem je usnadnit studentim sledovani této prednasky a
pomoci v pripravé na zkousku. ProtoZe neobsahuje zadné priklady, nemtize v Zadném
pripadé nahradit cvi¢eni k této prednasce.

Zakladnim objektem, se kterym se v tomto skriptu pracuje, je vektorovy prostor.
Po zavedeni elementarnich pojmi linearni algebry (vektorovy prostor, linearni zavis-
lost, baze, dimenze, podprostor, linearni zobrazeni) vyusti prvni ¢ast v feSeni soustav
linearnich algebraickych rovnic. Druha &ast je pak teorii linearnich operatorti na vek-
torovych prostorech (a pozdéji i na prostorech se skalarnim souéinem) a soubézné s ni
je probirana teorie matic. Kromé toho skriptum obsahuje i zaklady linearni geometrie.

Studium linearni algebry nevyZzaduje Zadné pifedbéZné znalosti (kromé zakladnich
pojmi svazanych s pojmem zobrazeni), predpoklada vsak alespon minimalni troven
abstraktntho mysleni, bez néhoz nelze tuto partii matematiky studovat.

Zavérem bych chtél podékovat svym kolegiim Ing. Martinu Styblovi a Ing. Edité
Pelantové, CSe. za viechny préce spojené s pfipravou skripta k publikaci.

Praha, kvéten 1997

Autor
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1. Vektorovy prostor

V celém textu budeme pouzivat nasledujici oznaéeni ¢iselnych mnoZzin:
N ...mnoZina pfirozenych &isel,
No...mnoZina pfirozenych &isel véetné nuly,
Z...mnozina celych éisel,
Q...mnozZina racionalnich éisel,
R...mnozina realnych ¢isel,
C...mnoZina komplexnich é&isel.
Dale zavedeme pro n € N zkraceny zapis

=il nl

Pripomenme dva dilezité pojmy. Kartézsky souéin 2 mnozin A, B je mnoZina
uspofadanych dvojic:

Ax B ={(a,b)lac AANbe€ B}.

Zobrazeni f : A+ B je takova podmnozina A x B, pro kterou plati:
(Va € A)(3:1b € B)((a,b) € f),

coz zapisujeme f(a) = b. Defini¢nim oborem zobrazeni f : A — B je tedy zde minéna
cela mnozina A; jiny pripad v textu nenastane.

Definice 0: MnozZinu T C C, ktera je alesponi dvouprvkova, nazveme €iselnym téle-
sem, pravé kdyz plati (axiomy télesa):

(1) Vae T)VBeT)(a+p€T),

(2) VaeT)VBET)(aBeT),

(3) VaeT)(—a€T),

(4) (Va € T)(a #0)(1/a €T).

Poznamka 0:

(1) Axiomy télesa znamenaji uzavienost T viéi séitani a nasobeni &isel, opaénému
¢islu a prevracené hodnoté.

(2) N, Z nejsou télesa, Q,R,C jsou télesa. Q je nejmensi &iselné téleso ve smyslu
inkluze.
Prvky télesa budeme vzdy znaéit Feckymi pismeny.

Definice 1: Necht jsou dany:

(1) ciselné téleso T,

(2) neprazdna mnozina V',

(3) zobrazeni® : V xV — V,

(4) zobrazeni @ : T xV — V.

Prvky mnoziny V budeme nazyvat vektory, zobrazeni ¢ nazyvame séitani vektori a

zobrazeni (- nasobeni vektorii (&islem z télesa). Rekneme, %e V je vektorovy prostor

nad télesem T s vektorovymi operacemi ¢ a (), pravé kdyz plati (axiémy vektorového

prostoru):

S1: komutativni zakon pro &:

(Vae V)(VbeE V)(adb=b@ a),
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S2: asociativni zakon pro &:
(VaeV)(VbeV)(VeeV)(ad(bbc)=(a®b)®ec),

S3: (30 € V)(Va € V)(a® 0 = a), toto § nazveme nulovy vektor,

S4: (Vae V)(3be V)(adb = 0), toto b nazveme vektor opaény k vektoru a, znacime
b= —a,

N1: asociativni zakon pro ©:

(Va € T)(VB € T)(VaeV)(a® (80 a)=(ap)Oa),

N2: (VaeV)10Oa=a),
D1: distributivita ¢ vzhledem ke séitani ¢éisel:

(Va € T)(VA € TY(Va € V)((a + B)Oa = (a0a)® (8 0a)),
D2: distributivita nasobeni c¢islem vzhledem k &:

(VaeT)VaeV)(Vbe V)(a®(adbd)=(a®a)d(a®b)).

Poznamka 1:

(1) Pri definici vektorového prostoru musime vzdy uvést vSechno: mnozinu V, éisel-
né téleso T', zobrazeni & a (). Bude-li potfeba, pouZijeme pro vektorovy prostor
oznaceni

V,T,8,0).

(2) Zobrazeni & budeme déle znacit jen +, stejné jako séitani éisel. Z kontextu je ale
vzdy jasné, zda s¢itame 2 vektory nebo 2 éisla. Stejné vektor opaény budeme znadit
pomoci — misto 6.

(3) Podobné misto ¢ budeme psat - nebo znak operace vynechame (jako pro nasobeni
Cisel).

(4) Existence zobrazeni @ : V x V +— V znamena uzavienost mnoZiny V na soudet
svych prvki.

(5) Existence zobrazeni ® : T' x V +— V znamena uzavienost mnoZiny V vzhledem k
nasobeni éisly z T.

Véta 1: Necht' V je vektorovy prostor nad télesem T. Potom plati:

(1) Ve V existuje pravé 1 nulovy vektor 6.

(2) Ke kazdému vektoru z V existuje pravé 1 vektor opacny.

(3) Pro kazdé (a,b) € V x V ma rovnice a = b+ x pravé 1 feSeni x = —b + a.

(4) Va € T)(ab =0),
(Vae V)(0a =0).

(5) VaeT)VaeV)(aa=0= (a=0Va=040)).

(6) YVa € T)(Va€e V)((—a)a = —(aa) = a(—a)).

Dikaz:

(1) Z axiému S3 vime, Ze existuje nulovy vektor. Jeho jednoznaénost dokdZeme sporem:
Kdyby 36, # 6, majici obé vlastnost nulového vektoru, pak dle S3:

(VaeV)a+6, =aAha+0; =a),
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(2)

(3)

(4)

(5)

odkud proa =6, aa =0,
6, +6, =6, N6, +6; =6,

a z komutativniho zakona S1 plyne 6, = 6,, coZ je spor s 6; # 6.
Existenci zajistuje axiom S4. Jednoznacnost dokazeme sporem: Kdyby

(FaeV)(bi+a=60Aby+a=6Ab #by),
pak s vyuzitim S1, S2, S3 dostaneme:
bg=b2+0=b2+(a+b1)=(a+b2)+b1 =60+ b = b,

* coZ je spor s by # by.
Mame a = b+ z, ovéfime nejdiive, Ze ¢ = —b + a rovnici vyhovuje:

b+z=b+(-b+a)=(b+(-b)+a=0+a=a.
Jednoznaénost dokazeme sporem: Kdyby (Jy # —b+ a)(a = b+ y), pak
Y=y +0=y (b (=b) =+ b+ (D) =a+(=b) = ~b+a,

coZ je spor.
Vezméme a € V,a € T libovolné. Podle (3) ma rovnice awa + = = aa jediné Feseni,
pritom vyhovuje x = 6 (S3). Podle D2 je

aat+al =ala+b)=aa,

tedy i ¢ = a @ je feSenim rovnice aa + ¢ = aa a musi proto § = a 6. Podobné

podle D1 je
aa+0a=(a+0)a=aa,

odkud dostaneme 6 = 0 a.
Sporem: Kdyby (3a € T)(a # 0)(Ja € V)(a # 0)(aa = ), pak s pomoci (4):

a=1-a=(la) a=l(aa)=l8=9,
« « «

COZ je Spor.

(6) Vezméme a € V,a € T libovolné. Nejprve dokazeme (—a)a = —(aa). Rovnice
aa+ z = 6 ma jediné feSeni ¢ = —(a a). Soucasné

aa+(—a)a=(a—a)a=0a=46,
odkud musi —(aa) = (—a)a. Podobné
aa+a(—a)=a(a+(—a))=ab =46,

odkud musi —(aa) = a(—a).

Q.E.D.

Poznamka 2: Nazev vektorovy prostor V nad télesem T budeme specialné zkracovat
pro:

T = R...realny vektorovy prostor,
T = C...komplexni vektorovy prostor.



Priklady vektorovych prostoru

Bud T éiselné téleso.

(1)

(2)

(3)

(4)

Prostor T",n € N.
Prvky jsou usporadané n-tice ¢isel z télesa:

a =(ala-°'aan)7

kde (Vi € n)(a; € T) a &isla ay,...,a, nazyvame slozky. Specialné T = T.
Operace séitani vektorti a nasobeni vektorti &éislem provadime po slozkach: Budte
a=(ar,...,an), b=(B1,...,Bn), pak pro v € T definujeme

ra8=(ya1y...y7Qn),
a soulet vektort definujeme
a+b = (al +ﬁ],..-,an +ﬂn).

Prostor T™" m,n € N
Prvky jsou nasledujici soubory &isel z télesa nazyvané matice:

a1 @12 ... Qqp
21 Xon

A — . . )
a"ll R “ee a";"

isla a;j, kde i € ™, € n, nazyvame prvky matice. Specialné prvky prostoru
T™1 nazveme sloupcové vektory:

a1 (e3]

2] a2
o= - —

A1 A

Cisla ay,. .., a, budeme téZ nazyvat slozky vektoru. Matice budeme znacit vel-
kym tuénym pismenem, sloupcové vektory malym tuénym pismenem a jejichprvky
odpovidajicimi malymi feckymi nebo latinskymi pismeny. Operace s¢itani matic a
nasobeni matice ¢islem z télesa definujeme po prvcich, podobné jako v (1). Pro
nulovou matici resp. nulovy sloupcovy vektor budeme pouzivat oznaceni 0.
Prostor P

MnoZina viech polynomt. Uvazujeme pro T = C, neboli nad télesem komplexnich
¢isel. Operace séitani vektori a nasobeni vektoru ¢islem zavedeme jako séitani
polynomii a nasobeni polynomt ¢islem: Budte a,b polynomy v proménné t € C,

pak definujeme
(a+ b)(t) = a(t) + b(t),

(ya)(t) =yalt).

Prostor P,,,n € N
MnoZina vSech polynomt stupné nejvyse n — 1 nebo nedefinovaného (nulovy poly-
nom). UvaZujeme pro T = C. Operace stejné jako v (3).
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Lze si snadno rozmyslet, Ze vSechny uvedené mnoziny vyhovuji definici vektorového
prostoru, tj. axiomum S1,...,S4 N1,N2,D1,D2. Podobné je vektorovym prostorem nad
R pocatkem prochazejici pfimka v soufadné roviné.

Zamysleme se, kolik prvkd muiZe mit vektorovy prostor (nad éiselnym télesem).
Odpovéd zni, Ze budto jeden prvek, ktery musi byt nulovy vektor, nebo je pocet prvku
nekoneény. Prostor s jedinym nulovym prvkem se nazyva nulovy vektorovy prostor.

Méjme vektorovy prostor (V,T,®,®). Bud T} C T také éiselné téleso. Definujme
zobrazeni ®; = ® |1, xv , tj. jako zZeni ¢ na T} x V. Pak

Vl] v (Vw T|9Gj7 Q"l)

je také vektorovy prostor.



2. Linearni zavislost, baze, dimenze

Definice 2: Bud V vektorovy prostor nad télesem T. Souborem vektort délky n
rozumime usporadanou n-tici
(.'L'],. o ,xn'),

kde (Vi € n)(z; € V).
Bud'(z,,...,zy,) soubor vektorii z V. Souéet souboru (z1,...,z,) definujeme

Zx,-:((...(z] +22)+...)+ Tp-1) + Zn.

Dale definujeme tzv. prazdny soucet (proj € Z):
j=1
e
=3

Vlastnosti souétu souboru: Budte (z,,...,2,) a (y1,...,yn) 2 soubory vektorti
z V stejné délky n.
(1) Zobecnény asociativni zakon: (Vk € n U {0})

n
D = Z% > o
J=1 j=k+1

(2) Zobecnény komutativni zakon: Bud (ky,..., k,) permutace mnoziny n, pak

n n
3= 3a
=1

i=1
(3)
(Va €T) ( Zx, Z(axi)) ;
=1
(4)

Dozt vi=) (=i +w)
i=1 i=1 i=1

Definice 3: Necht V je vektorovy prostor nad télesem T, z € V a (z1,...,2,) je
soubor vektorii z V. Rikiame, %e vektor z je linearni kombinaci souboru R
pravé kdyz existuje n-tice (aq,...,a,) € T" takova, Ze

n
L= E o; T,
g=1
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Cisla a;,i € f, nazyvame koeficienty linearni kombinace.
Jestlize (Vz € n)(a; = 0), nazyvame takovou linearni kombinaci trivialni. V opac-
ném pripadé, pokud (3i € n)(a; # 0), jde o linedrni kombinace netrivialni.

Poznamka 3: Vysledkem trivialni linearni kombinace je vidy .

Definice 4: Necht (z1,...,z,) je soubor vektorti z V. Mnozinu vsech linedrnich kom-
binaci tohoto souboru nazveme linearnim obalem souboru (z1,...,%5) & znacime

[:E],...,.Tn]A.

Véta 2: Necht (z1,...,z,) je soubor vektorii z V. Potom plati:

(1) 06 [.131,...,.'13"]A.
(2) 2ui1 € |21, o maly B (20, s Baly = [Brcss®usals-
(3) Bud'(ky,...,ky,) permutace mnoZiny fn, potom:

[xl,---’l'n]A = [1.‘;;,,...,.’1:],"],\.
(4) Budte z € [z1,...,2,],, Yy € [Z1,...,24],, @« € T, potom:

x+y€[a:1,...,x,,]/\,

az€ e, gy,

Dukaz:
(1) 0 je vysledkem trividlni kombinace.

(2) Dokéazeme 2 inkluze:
(a) [.’C], s axn],\ C [:L'],. . )x11+1],\:
Kdyz z € [zr,,...,z4],, existuje (a;,...,ay,) € T, e

x—Za,x. Eaxza"’oxn-f-l,

i=1

odkud z € [21,.. . Zn41]y-
(b) [21, - S Gwedlplc Brrs= 5 amadys
Kdyz x € [21,...,2a41],, existuje (aj,...,an41) € T tak, Ze

n+1 n
x=zaizi = E QT+ Qpy1 Tpyl-
i=1 g=1

ProtoZe tn41 € [21,...,24],, existuje (B1,...,B8,) € T™ tak, Ze

n
Tnt1 = E Bi-ria
=1

odkud

n

&= Z(at : a,,.,.]ﬂ,)m,

s=1

11



a tedy z € [71,...,Za)y
(3) Rovnost obali plyne ze zobecnéného komutativniho zakona.

(4) Budte tedy

potom
n

z+y=) (ai+Bi)zi,

i=1

odkud z + y € [21,...,2,],. Podobné
n
Yz =) (vai)z,
=]

odkud yz € [z4,...,2Z4],.
Q.E.D.
Definice 5: Necht (z,,...,z,) je soubor vektorti z V. Rikdme, Ze soubor (z;,...,z,)
je linearné nezavisly (LN), pravé kdyZ pouze trivialni linearni kombinace tohoto
souboru je 6. V opaéném pripadé nazyvame soubor linearné zavisly (LZ).

Poznamka 4: Alternativni zapis:
(1) (z1,...,2n) je LZ pravé tehdy, kdyz

(Hes, . .-, o) €T (Za,-z.- =AY ol > o) :
t=1 =1

(2) (z1,...,2x) je LN pravé tehdy, kdyz
(V(al,... ,an) € Tn) (Z a; T; = 0= Z 'ail = 0) §
=1 =1

Véta 3:
(1) (z1) je LN & z, # 0.
(2) Necht(z,,...,x,) je soubor vektortizV ,nechtl € nal <k <ky<...<ke¢<n.
Potom je-li (z,...,zn) LN, je také (zg,,...,zx,) LN.
(3) Bud'(z,,...,z,) soubor vektori zV,n > 2. Potom (z,,...,,) je LZ pravé tehdy,
kdyz
(Fio € )iy € [y (i ~1s Tig1s - - - » Znly )

Dukaz:
(1) Dokazeme 2 implikace:
(a) 21 #0 =»(2:) LN:
Kdyz ayzqy =0 = (o =0V z1 = 0), odkud a = 0, nebot z; # 6.
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(b) T = g = (.l:]) LZ:
Existuje netrivialni kombinace, davajici 6, tieba 1-xz; = 6.
(2) Tvrzeni si nejdiive pieformulujeme: (2, ,. ..,k ) je LZ = (z1,...,2n) je LZ. KdyZ
(k.- 2k, ) je LZ, existuje tedy (a1,...,a¢) € T¢ tak, Ze

(Z =o) A (Z s 0) .

To ale znamena, Ze existuje netrivialni kombinace souboru (z,,...,z,) davajici 6,
totiz
n
E ,Hi Iy = 07
1=1

kde By, = ai pro: € {ap; =0 jinak.
(3) Necht nejdrive plati:

(E ;T = o) A (Jig € A)(ai, # 0).
=1
Tedy muzeme z rovnosti

iaix, ==
i=1

vyjadfit z;, jako linearni kombinaci souboru (z1,...,Zij—1,Zig4+1,- -, Tn):

n
Tjy = —— E s T

a.
0 i—1,iig

Naopak, jestlize lze psat
n
Tip, = E a; T,
i=1,i#io

pak existuje netrivialni kombinace souboru (z,...,z,) davajici 6:

a7 R z a; z; = 0.

1=1,i#1o

Q.E.D.

Dusledek 1: Necht (z;,...,x,) je LZ soubor vektori z V, n > 2. Potom existuje
io €En tak, Ze
{215 smaly = Bl e W T B

Véta 4: Necht (zy,...,z,) je LZ soubor vektorii z V, potom bud
(1) zy = 6 nebo
(2) n > 2 a existuje ig € 7\ {1} takové, Ze x;, € [21,...,Tig—1]y-

13



Dukaz: Je-li z; # 6, musi byt n > 2 (viz véta 3). Existuje tedy (ay,...,a,) € T™ tak,

o (Ssecei=e) (S 0)

Tvrdime, Ze mezi ag, ..., a, je alespoii 1 &islo nenulové: Kdyby totiz
(Vi € {2,...,n})(a; = 0), dostaneme

0 == iaixi T O
i=1
protoZe z # 6, musi a; = 0, odkud (Vi € 7)(a; = 0), coZ je spor. Definujme tedy
to = max{i|a; # 0},
vime uZz, Ze ip > 1. Z rovnosti

n 1o
0=za,-:c,- = Za.'x,-
i=1

t=1

vyjadfime z;, jako linearni kombinaci souboru (z,..., i1 )
T,
iy = —-a—' E a,; ;.
o =1
Q.E.D.
Definice 6: Existuje-li ve V soubor vektorii (z,,...,z,) takovy, Ze [z, ..., Zulx =V,
rikame, Ze prostor V je kone¢né generovan a soubor (z1,...,z,) nazyvame generu-

jicim souborem prostoru V. Vektory x; proi € n nazyvame pak generatory prostoru
V.

Definice 7: Existuje-li ve V soubor (z1,...,z,) takovy, Ze

(1) je LN,

(2) generujeV,

rikame Ze prostor V' ma kone¢&nou bazi a soubor (z1,...,z,) nazyvame bazi prostoru
Y.

Definice 8: Necht V je vektorovy prostor. Oznacéme
No(V) = {n € Ny|kazdy n + 1—¢lenny soubor vektort z V je LZ}.
Je-1i No(V') = 0, rikame, Ze V ma nekoneénou dimenzi, znacéime
dimV = oo.
Je-li Ny # 0, rikame, Ze V ma koneénou dimenzi a definujeme
dim V' = min Ny (V).
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Véta 5:

(1) dmV =0& V = {8}

(2) Nulovy prostor {#} nema bazi.

(3) Bud'n € N, necht ve V existuje n-élenny LN soubor. Potom dimV > n.

(4) Bud'n € Ny, necht ve V kazdy n + 1-élenny soubor je LZ. Potom dimV < n.

Dikaz:
(1) Je-li dimV = 0, odkud 0 € Ny(V), pak nutné V = {6}, nebot kazdy jednoclenny
soubor je LZ, coz implikuje, Ze kazdy vektor z V' je nulovy. Je-li naopak V = {6},
pak 0 € Ny(V) a tedy dim V' = 0.
(2) V nulovém vektorovém prostoru neexistuje LN soubor, tudiz {#} nemtiZe mit bazi.
(3) Kdyz existuje n-clenny LN soubor, musin—1 ¢ No(V'), potom také 0,1,...,n—2 ¢
No(V), nebot podle véty 3 existuji LN soubory délky 1,...,n. Tedy dimV > n.
(4) Kdyz kazdy n + 1-¢lenny soubor je LZ, je n € Ny(V) a tedy dimV < n.
Q.E.D.

Véta 6 (Steinitzova o vyméné): Necht (21,...,2,) a (y1,...,ym) jsou soubory
vektorii z V. Necht (x1,...,%,) je LN, necht (Vi € n)(x; € [y1,...,ym],). Potom plati
(1) n < m, tj. délka LN souboru nemiiZe pfevysit pocet generatort.

(2) Existuji navzajem ruzné indexy iy,...,i, € m takové, Ze

[yl,---’ym],\ - [xlv--wxnv(yili € ﬁl\{ilv---vin})]x'

Dukaz: Oznacéme
L - [ylv"- vynl],\s

¢ = min{m,n}.
Lemma: Pro kazdé k € ( existuji navzajem rizné indexy iy,...,i; € m takové, Ze

L.mdmr,o watiakpcli €00 004 o 8ad s

Diikaz: Lemma dokaZeme netplnou indukei.
Pro k = 1: Vime, Ze z; € L, odkud

L= [zhylv"'sym],\v

Soubor (z1,y1,...,ym) je tedy LZ a podle véty 4 existuje index ¢; € 1 takovy, Ze

¥i, € [xl,yl ~°'ayi|*1]A

a proto

L =[xy, (yili € M\ {ua})] -

Pro 1 < k < € necht plati indukéni predpoklad: existuji navzajem rizné indexy
11,...,1x € m takové, Ze

L = [z1y. . . ;oxs{pelt € \ifirs. o s8], -
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Vime, Ze zy4+q1 € L, proto opét
L=[21,..0 28,241, (yi]t € M \ {81,008 Py

Soubor (z1,...,Zk,Tk+1,(yilt € m \ {i1,...,2x})) je LZ a proto podle véty 4 existuje
index ix4q € m\ {71,...,2x} takovy, ze vektor y;, +1 1ze nakombinovat z jistych vektort
tohoto souboru a proto

L=[$1,...,$k,.’rk+],(y,‘|iEﬁl\{i],...,ik,ik+]})]'\.

Tim je lemma dokazano.

Q.E.D.

Vlastni ditkaz Steinitzovy véty:
(1) Sporem: Necht n > m. Potom je ¢ = m. Tvrzeni lemmatu pro k¥ = m rika, ze
existujl navzajem ruzné indexy zy,...,1, € m takové, ze

L=[zy,...,2m,(yilt € M\ {t1,...,m})], -
Mnozina m \ {z1,...,2,m} je oviem prazdna, a tedy
Lelag,... &nly
Podle predpokladi véty je (Vi € n)(z; € L), jelikoz n > m + 1, je urcité
Zm+1. € L= [8)ye.052m]y

coz je spor s predpokladem o linearni nezavislosti souboru (z,...,z,). Musi proto
n<m.
(2) Tvrzeni lemmatu pro k = n je pfimo bod (2).
Q.E.D.

Véta 7: Necht je dimV = n € N. Pak ve V existuje n-¢lenna baze.

Dukaz: Protoze dimV = n, je n — 1 ¢ No(V) a ve V existuje LN soubor délky n,
oznatme jej (z1,...,z,). Uréité je

[13], “ .. ,xn]A C ‘/',
dokazeme i opacnou inkluzi, a to sporem: Kdyby

(323,;-{.-1 € V)(xn-i-l ¢ [xlv .. axﬂ],\)’

pak soubor (z1,...,Zn,Zn4+1) je LN, nebot neexistuje jeho netrivialni linearni kombi-
nace davajici 6. Podle véty 5 by muselo dimV > n + 1, coz je spor.

Q.E.D.
Véta 8: Necht n € N a necht ve V existuje n-clenna baze. Potom dimV = n.

Dukaz: Bud (y;,...,y.) baze, tj. LN generujici soubor. Z véty 5 plyne, ze dimV > n.
Kdyby dim V' > n, pak musi existovat LN soubor délky n+1, ozna¢me jej (z1,...,Tn4+1).
Plati ovSem iy

VienTi)zi €V =[y,...,ualy):
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To jsou viak piedpoklady véty 6 (Steinitz), podle které délka LN souboru nemtiZe
prevysit pocet generatort, tj. musi n +1 < n, coZ je spor.

Q.E.D.

Véta 9: Necht {6} # V = [y1,...,Yyn],. Potom dimV = k < n a existuji navzéjem
rizné indexy iy,...,1x € n takové, Ze (yi,,...,yi.) je baze V, tj. z kazdého souboru
generatorii Ize vybrat bazi.

Dtikaz: Z véty 6 plyne, Ze dim V nemtZe byt vétsi nez n. Druhé tvrzeni vyplyva napi.
z dusledku 1.
Q.E.D.

Véta 10: Necht (z;,...,zx) je LN soubor vektori z V, necht dimV = n € N. potom
existuji vektory xi41,...,Tn, 2e (21,...,2,) je baze V, tj. kazdy LN soubor Ize doplnit
na bazi.

Dukaz: Bud (y;,...,y.) baze V. Z véty 6 plyne, Ze k < n a Ze existuji navzajem rizné
indexy #1,...,1x € R, Ze

V = [y]a--'uyn],\ P [mla'°'7$ki(yl'|i - ﬁ‘\ {ili“")ik})]A'

Méame tedy n-&lenny soubor generatori, obsahujici vektory z;,...,zg. UvaZime, ze

musi byt LN: Kdyby soubor (z1,...,zk, (yi|lt € 7\ {21,...,2x})) byl LZ, miZeme z jeho

vektorii vybrat LN soubor délky ¢ < n generujici V', coZ je ve sporus dimV = n.
Q.E.D.

Vypoéty dimenze zakladnich vektorovych prostoru

Piedvedeme vypoéty dimenzi vektorovych prostort zavedenych v predchozi kapitole, a
to tak, Ze nalezneme bazi.

(1) Tvrdime

dimT" = n.

Soubor vektort
gn = (e]a- .. acrl)?

kde
€1 = (1,0, ,0),

€2 =(0s11---70)1

én =(0,.5,0,1)

nazyvame standardni bazi prostoru T". Ziejmé totiz £, je LN soubor a kazdy
vektor (aq,...,a,) € T" lze vyjadrit ve tvaru

n
(@150, 0m) = Za;ei.
=1
(2) Podobné nalezneme standardni bazi prostoru 7""". Soubor

gm,n - (E1,11E1,2’ e 7Em,n)’
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kde

2o 0 saireld
0 O\
E1’1= $ )
L0t ik sl
L SRR,
Bt sddinien T B
E1‘2= s )
C N

SISO
: ATAONEE S

tvori standardni bazi prostoru 77",
(3) Standardni baze prostoru P, je tvofena polynomy:

Cl(t) = 1,
62(t) = t,
sw(t) "L

(4) dimP = oo.

Zdtraznéme, ze standardni bazi jsme zavedli pouze v prostorech 7", T™" a P,,.

Véta 11: Necht'V je komplexni vektorovy prostor, dimV = n € N, necht (z,,...,x,)
je baze V. Potom soubor (zy,...,2n,i2y,...,i2,) délky 2n je baze prostoru Vg, tj.
dim Vz = 2n.

Dukaz:
(1) Dokazeme, Ze soubor (z1,...,Tn,i2; y-+-,1Zy) je LN (v prostoru V¢ ):
necht (ay,...,an,P51,...,8n) € R?" takové, Ze

n n
E a;r; + E ﬂjll‘j=0,
j=1 j=1

neboli
n

> (a; +iB;)z; = 6.

=1

To je ovSem linearni kombinace souboru (z,... ,Zn) v komplexnim prostoru V,
odkud vSechna komplexni &sla a; +i3; = 0 pro j € f neboli

(Vj € f)(a; = B; =0),

18



coz jsme chtéli dokazat.

(2) Ztejmé [z1,...,&n,iZ1,...,izs], C Vg (minén linearni obal v prostoru Vg, tj.
s realnymi koeficienty). DokaZeme opacénou inkluzi. Bud proto z € Vg, je tedy
také x € V a existuje (71,...,9n) € C™ takové, Ze

n
Tz = E ERSE
i=1

Definujme pro vSechna j € n
a; = Re v;,

B = Im v;,

pak lze psat
n n
T = anzj +Zﬂjimj,
J=1 g==1

tody pladf € [21,.. ., %0 b ®1s0 o iZalys
Q.E.D.

Umluva: Priijméme nasledujici oznaceni:
(1) Vektorovy prostor koneéné dimenze n € N budeme znaéit V;,.
(2) Zavedeme Kroneckerovo delta

£ 1. pro: =),
27510, jiak.

Véta 12: Necht X' = (xy,...,x,) je baze V,,. Potom ke kazdéemu x € V,, existuje pravé
1 usporadana n-tice («,...,a,) € T" takova, Ze

n
g = E &
1==]

Oznaéime-li pro kazdé 1 € n
NI
O s (x)a

plati:

(1) (Vien)z¥ :V, »T),

(2) (Vi € @)(Va,y € Va)(aF (z +y) = ¥ (2) + 2F (9)),

(3) (Vi € A)(Vz € V,))(Va € T)(«¥(ax) = ax¥(2)),

(4) (Vi,j € a)(«F (z;) = 8i)).

Diukaz: Existence («ay,...,q,) je zfejma z V,, = [21,...,2,],. Jednoznaénost dokaze-
me sporem: Kdyby existovala dalsi n-tice (3,...,3,) € T" takova, ze (3 € n)(a; # Bi)

a
n n
¢ = g Y g,
i=1 =1
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musi

D (@i = Bi)zi =6
g==1
(z1,...,%,) je oviem baze, odkud
(Vi € 2)(a; — Bi = 0),

cOZ jé spor.
(1) Zrejmé.
(2) Budte z,y € V,,, je tedy

n
z = Z x?(z) &5,
i=1

y= Zx?(y)xi,

odkud

n

rty= ;w?(m)m + ;w?(y)wf =Y (eF @) + 2t W) ).

=1

Soucasné je r + y € V;, a musi tedy

n
z+y=Y af(z+y)a

=1
Z jiz dokazané jednoznacnosti vyjadieni pak
(Vi € a)(a¥ (z + y) = ¥ (2) + ¥ ().

(3) Zcela analogicky jako (2).
(4) Opét jako (2), vyjdeme z vyjadieni

n
T; = E di5 ;.
|

Q.E.D.

Definice 9: Necht X = (z,,...,2,) je baze V,. Zobrazeni .c# zavedené ve véte 12
nazyvame i-ty souradnicovy funkcional v bazi X' (pro: € n). Je-li vektor z € V,,,
pak ¢islo x?(:c) nazyvame i-ta souradnice vektoru z v bazi X'. Budeme pouZivat
nasledujici oznaceni:

a

n
(:t)l-l):(a],.--,an)(:}I-IL'.IA,Z ¢$$=Za,’1}",
W s



3. Vektorové operace s mnozinami

Definice 10: Necht V je vektorovy prostor na télesem T.
(1) Jsou-lih # ACV, 0 # B C V, nazyvame jejich souétem mnozinu

A+B={z€V|(3Ja€c A)(Fbe B)(x =a+b)} ={a+bla € A,be B}.
(2) Nasobkem mnoziny ) # A C V mnozZinou ) # S C T nazyvame mnoZinu
S-A={z € V|(3a € S)(Ja € A)(z = aa)} = {aala € S,a € A}.

(3) Soucet A+ B nazyvame direktni, pravée kdyz kazdy vektor x € A+ B Ize jedinym
zpilisobem vyjadrit ve tvaru x = a + b, kde a € A, b € B. Direktni soucet znacime

A¢ B.

Umluva: Zjednodusime zapis:
(1) A~1) A —a,

(2) {a}+ A=a+ A,

(3) A+ (-B)=A- B,

(4) {a}-A=aA.

Poznamka 5: Zamysleme se nad vlastnostmi souétu a nasobku mnozin:

(1) Soucet A + B je zjevné komutativni a asociativni.

(2) A+6=A.

(3) 6 € A—A, aleobecné A—A # {0}. Napi. proz # 0 je A = [z], = {az|a € T} # {6}
aA—A={(a-p|la,p €T} =A.

(4) {1)}.8 = A.

(85) S1:(S2-A)=(51-52)-A.

(6) S-(A+B)CS-A+S:B.

(7) (S] +52)-AC S, -A+ 5, A

Lemma 1: Necht V je vektorovy prostor nad T.

(1) Je-li0 #S;CSCTal#A CACYV, pak plati
S A CS-A

(2) Je-li0 # A, C ACcV a0l # By, C BCYV, pak plati

Ay +By CA+B.

Dukaz:
(1) Kdyz x € S; - Ay, potom existuje a € A; C A, a« € §; C S takové, Zze z = aa
neboli x € S - A.
(2) Zcela analogicky jako (1).
Q.E.D.



4. Podprostor

Definice 11: Necht V je vektorovy prostor nad télesem T, P C V. Rikame, %e P je
podprostor prostoru V, pravé kdyz plati (axiémy podprostoru):

(1) P 8.

(2) (Vx € P)(Vy € P)(z +y € P).

(3) (Va € T)(Vz € P)(a z € P).

Znacime

FECY,

Poznamka 6: Axiémy podprostoru lze alternativné zapsat pomoci vektorovych ope-
raci s mnoZinami:

(2) P+ PCP.

3y T-PC P

Véta 13: Necht'V je vektorovy prostor nad T, P cC V. Potom plati:

(1) 8 € P.

(3) {8 eV, VeV

(3) P se zizenim operace séitani vektorii + na P x P a operace ndsobeni vektort
¢islem - na T x P je vektorovy prostor.

(4) Je-liQ # A CV se ziiZenim + na Ax A a- naT x A vektorovym prostorem, potom
plati A cC V.

(5) P, cCP= P, cCV.

Dikaz: Ziejmy z definice pojmu podprostor.

Q.E.D.

Priklady: V roviné soufadné je podprostor piimka prochazejici po¢atkem a sam po-
¢atek. Pfimka, ktera neprochéazi podatkem, nemize byt podprostor.

Definice 12: Podprostory {6} a V vektorového prostoru V nazyvame trivialni pod-
prostory. Podprostor P CC V, P # V, nazyvame vlastnim podprostorem V.

Véta 14: Necht V je vektorovy prostor nad télesem T, ) # P C V. Nasledujici 3
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) PccV.
(2) (Vo € T)(Va,y € PYaz+y€ P), tj. T-P+ P C P.

(3) (Vne N)(¥(a,...,a,) € T")(Vzy,...,2, € P) (z": a; T, € P) ;

Dikaz: DokaZeme fetézec implikaci: (1) = (2) = (3) z;1(1).
® (1)=(2): Vime P+ PC PaT-P C P.Zlemmatu 1 v kapitole 3 je tedy
T F¥FPrOPrTPCP
coZ je zjevné ekvivalentni s
(Va € T)(Vz,y € P)(a z+y € P).
® (2)=(3): DokaZzeme matematickou indukei. Bud n = 1, tj. chceme dokazat

(Va; € T)(Vzy € P)(ay x; € P).

22



Nejdfive uvazime, ze podle (2) je 8 € P, nebot (Va € P)((-1)a+a = (—a)+a =
6 € P). Potom opét podle (2) je

(e8] .’l'|+0€P.

Bud nyni n € N a necht (VYn € N)(V(ay,...,a,) € T")(Vz,,...,z, € P) plati

i:a,- z; € P.
i=1

Vezméme libovolné a,,+1 € T a 2,41 € P, pak (ay,...,an,an41) € T MiZeme

psat
n+1 n

E T SR E O; Ti + Oneg1 Tusls
i=1 =1

kde suma na pravé strané leZi podle indukéniho predpokladu v P a podle (2) je

tedy
n+1

Z o 2 € P,
=1
e (3)=(1): Polozme v (3) n =2 a a; = ay = 1, potom
(Vz1,22 € P)z1 + 23 € P),
coz je druhy axiom podprostoru. Podobné pro n = 1 plati podle (3)
(Va, € T)(Vz, € P)(ay x, € P),

coz je treti axiom podprostoru.

Q.E.D.
Poznamka 7: Disledkem vlastnosti podprostoru je nasledujici tvrzeni. Bud P CC V,
pak plati:
(1) P+ P =P,
() T bt B

()T - P+P=P,
(4) (Va € T)a #0)(a- P = P).

Véta 15: Necht P cCc V, Q cc V, {Pi|i € J} je neprazdny systém (J # () podpros-
torii V. Potom plati:

(1) P+QcCcCV.

(2) P+ Q je direktni pravé tehdy, je-li PN Q = {6}.

{3) 13 CC V.
i€J
(4) dim P < dim V; je-li P vlastni podprostor V a dimV < oo, potom dim P < dim V..

Dikaz:
(1) Ziejmeé P + Q # 0. Plati (poznamka 5)

T-(P+Q)+(P+Q)CT-P+T-Q+(P+Q)=(T-P+P)+(T-Q+Q) C P+Q,
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odkud podle véty 14 je P + @ podprostor.

(2) =: Bud P+ Q direktni, kdyby PNQ # {6}, existuje § # a € PNQ. Je tedy a € P
a —a € @ a lze tak nulovy vektor § € P + Q rozlozit do souétu 2 vektorti z P a Q
dvéma zpusoby:

0=0+9=a+(—a),

coz je spor s direktnosti souctu P & Q.
<: Necht PN Q = {0} a soudasné P + Q neni direktni. Existuje tedy z € P + Q
takové, Ze

T =a; + b = az + by,

kde (aj,a; € P) A (ay # az) a (by,b2 € Q) A (by # b2). Potom ovSem
0 # ay —ay = by — by,

kde ay —az € P a by — by € Q a v pruniku P N @ se tak nachazi i nenulovy vektor
a)] — az, COZ je spor.
(3) Oznaéme
A=f]P,
teJ
zfejmé A # 0, nebot (Vi € J)(6 € P;). Pro kaZdé i € J plati (protoze A C P; a P;
je podprostor):
T-A+ACT-P;+P;CP,.

To ale znamena, ze
T-A+AcC()Pi=A,
€J
tedy A je podle véty 14 podprostor.

(4) Bud P cC V. Je-li dimV = oo, pak tvrzeni dimP < dimV ziejmé plati. Je-li
dimV = n < oo, pak uvaZime, Ze ) # No(V) C No(P): Necht j € No(V), t;j.
kazdy j + 1-clenny soubor vektort z V' je LZ. Protoze P C V, je kazdy j + 1-élenny
soubor vektorti z P souborem vektort z V' a je tedy LZ, odkud j € Ny(P). Potom
je min Ny(P) < min Ny(V') neboli dim P < dim V.

Bud P vlastni podprostor V, dimV = n < oo, vime uz, ze dim P = k < n. Je-li
dimP =0, tj. P = {0}, musi V # {0} a tedy n =dimV > 0. Je-li dim P = k > 0,
existuje baze P, ozna¢me ji (z1,...,2x). Protoze P # V, existuje zx4+; € V takovy,
ze xx4+1 ¢ P a tedy soubor (z1,...,2k,zk+1) je LN, odkud dimV > k + 1. V obou
pripadech tak plati dim P < dim V..

Q.E.D.

Véta 16 (1. o dimenzi): Budte P,Q CC V, dim P < oo, dimQ < co. Potom plati:
dim(P + Q) + dim(P N Q) = dim P + dim Q,
specialné pro direktni soudet:
dim(P & Q) = dim P + dim Q.
Diikaz: Mohou nastat 2 pfipady:
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(1) P gvgcc P
Necht tieba P CC @, potom P+ Q = Q a PN Q = P. Tvrzeni véty tedy plati.
(2) Pripad (1) nenastane:
Mame pak 2 moznosti:
(a) dim(PNQ)=s€eN:
Necht dimP = m a dim@Q = n. Podle véty 15 je PN Q cC V. Oznad-
me (z1,...,%,) bazi P N Q. Potom existuji baze P a @ obsahujici vektory
T1,...,Ts, 0znac¢me bazi P

(xla---7133»1'.9-{»],---,1:"&)

a bazi Q

(‘rls' vy Lgy Lmalyes -azm-}-n—a)-

DokaZzeme nyni, Zze soubor
Xeam (e oo Bumipn—a)
je baze P 4+ Q. Tim je ovSem tvrzeni véty dokazano, nebot potom
dim(P+Q)=m+n—-s=dimP + dimQ — dim(P N Q).

Ukazme tedy predné, ze X’ generuje P + @, to je ale zfejmé. Dale ovéfme, ze
X je LN: Bud

m+n—s

0= Z} o Zi,

odkud plyne

m m+n—s
E a; r; = — E Q, Iy,
t=] i=m+1

Leva strana této rovnosti je vektor z P a prava z @ neboli jde o vektor z PNQ.
Musi tedy existovat (fy,...,0s) € T* tak, Ze

m+n—s

- ¥ e =zs:ﬂi i,
i=1

i=m+1

odkud ovsem
m+n—s

9=iﬂi B ¥ et
i=1

i=m+1

coz je linearni kombinace baze @ davajici nulovy vektor. Musi proto
(Vie{m+1,....m+n-—s})a; =0),

odkud také po dosazeni

m

0= z a; IT;,
=1
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coz je ovSem linearni kombinace baze P. Proto plati
(Ve € m)(a; = 0).

Celkem jsme dokazali, Ze kazda nulova linearni kombinace souboru X je tri-
vialni, tudiz X" je LN.

(b) dm(PN Q) =0, tj. PN Q = {6}, coz je ekvivalentni s direktnosti souétu
P ® Q. Bud (z1,...,2,) baze P a (Tmt1,-..,Zm+n) baze Q. O souboru
(1,---,Zm4n) pak ukdZeme, Ze je bazi P + Q, a to stejné jako v (a) pro
s = 0. Potom plati:

dm(P® Q) =m+n =dimP + dim Q.

Véta je tak zcela dokazana.
Q.E.D.

Véta 17: Necht (zy,...,z,) je soubor vektorti z V., Potom plati:
(1) P= [xl,...,x,.],\ g

(2) dimP £ n,dimP =n & (z1,...,z,) LN.

(3) Oznaéme M = {z,,...,z,}, pak

Dukaz:

(1) Ziejmé.

(2) Ziejmé.

(3) Bud z € P, pak existuje (aq,...,a,) € T" tak, Ze

n
r = E Q; T;.
1=]

Pak ale zfejmé z leZi v kazdém Q CC V takovém, ze M C Q, odkud

neboli

Rae 8 X ~§.

McCQccV

Naopak P je sam podprostor V takovy, ze M C P, odkud plyne obracena inkluze

& AR ot

MCQCCV

Q.E.D.
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5. Linearni zobrazeni

Definice 13: Necht P, Q jsou 2 vektorové prostory nad stejnym é&iselnym télesem T,
necht zobrazeni A : P v Q. Rikdme, Ze A je linearni ( homomorfni), pravé kdyz plati:
(1) (Vz € P)(Vy € P)(A(z + y) = Az + Ay),

(2) (Va € T)(Vz € P)(A(a z) = a Az).

Mnozinu vsech linedrnich zobrazeni P do @ znac¢ime L(P,Q). Na L(P,Q) definujeme
operace

(1) soucet zobrazeni A,B € L(P,Q)

(Vz € P)((A+ B)z = Az + Bx),
(2) nasobeni zobrazeni A € L(P, Q) ¢islem o € T':

(Ve € P)((a A)z = a Ax).

Véta 18: Mnozina L(P,Q) s operacemi zavedenymi v predchazejici definici je vekto-
rovym prostorem nad télesem T.

Diikaz:
(1) Mnozina £(P,Q) je neprazdnd, nebot existuje alespoii 1 linearni zobrazeni P do
@, a to tzv. nulové zobrazeni O:

(Vz € P)(Oz = 8p),

kde 8¢g oznacuje nulovy vektor v prostoru Q.

(2) Vysetiime uzavienost mnoziny £(P, Q) vzhledem ke sé&itani zobrazeni a nasobeni
zobrazeni €islem. Budte A, B € L(P,Q), pfesvédéime se, zda A + B € L(P,Q).
Plati podle definice operaci a s vyuZitim linearity A, B

(A+B)(z+y) = A(x+y)+B(x+y) = Az+ Ay+ Bx+ By = (A+B)xz+(A+ B)y,
(A+B)(ar)=A(az)+ Blaz)=a Az+ a Bx = a (A + B)z,

coZ bylo dokazat. Zcela obdobné
(d A)(z+y)=a Ale+y)=a Az +a Ay = (a A)z + (a A)y,

(d A)Bz)=aABr)=a P Az = a Az = B ( aA)z.

(3) Dale musime ovéfit 8 axiomi vektorového prostoru z definice 1. Nap¥. axiém S1
(komutativita séitani vektori): Bud x € P libovolny, pak Az, Bz jsou vektory z Q.
S pouzitim definice s¢itani zobrazeni a axiému S1 pro prostor Q dostaneme

(A+ B)r = Ar+ Bx = Bx + Az = (B + A)z,

coz jsme chtéli dokazat. Splnéni ostatnich axiémit S2,N1,N2 D1,D2 se ovéfi analo-
gicky. Axiom S3 o existenci nulového vektoru je splnén diky nulovému zobrazeni
O. Opaénym vektorem k zobrazeni A € L(P, Q) je zfejmé zobrazeni (—1) A.
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Q.E.D.

Poznamka 8: Bezprostfednim disledkem definice 13 je tvrzeni: Bud A € L(P,Q),
pak
Abp = 6.

Diikaz plyne z Afp = A(0 ) =0 Az = 6, kde = € P libovolny.

Definice 14: Necht V je vektorovy prostor nad télesem T.

(1) Linearni zobrazeni prostoru V do V nazyvame linearni operator na V. MnoZinu
vSech linearnich operatori na V znaéime kratce L(V).

(2) Linearni zobrazeni prostoru V do télesa T nazyvame linearni funkcional na V.
MnozZinu vSech linearnich funkcionali definovanych na V znacime kratce V# a
nazyvame dualni prostor k prostoru V.

Definice 15:

(1) Je-li A € L(P,Q) a prosté, rikame, e A je monomorfni.

(2) Je-li A € L(P,Q) a zobrazeni P na Q, rikdme, Ze A je epimorfni.

(3) Je-li A € L(P,Q), prosté a zobrazeni P na Q, rikame, 7e A je izomorfni.

(4) Je-li A € L(P), prosté a zobrazeni P na P, fikdme, Ze A je reguldrni operator.

Véta 19: Necht P, Q) jsou vektorové prostory nad T, A : P — Q. Nasledujici 3 tvrzeni
jsou ekvivalentni:

(1) A€ L(P,Q).
(2) (Va € T)(Vz € P)(Vy € P)(A(a z + y) = a Az + Ay).

(3) (Vn € N)(¥(au,...,an) € T)(Vz1,... ,zn € P) (A (; - :1:,-) 5 Az,-) .

i=1
Dukaz:
e (1)=(2): Z linearity A
Ala z+y) = a Az + Ay.

¢ (2)=(3): Dokézeme matematickou indukeci. Pfedné ukaZme, ze A6p = 6g. Bud
z € P, pak také —z € P a podle (2) plati:

Abp = A(—r + ) = —Az + Az = bq.
Pron =1 vezméme oy € T a x; € P, podle (2) pak
A(ay 1) = A(ay 21+ 0p) = ay Az + Abp = oy Az, + fg = a; Az,.

Bud n € N a necht (V(ay,...,a,) € T?) (Vzi1,...,z, € P) plati

Vezméme libovolné (ay,...,an41) € T*" ! a 2;,..., 2,41 € P a oznaéme

n
¥ o= Za,- ;.
=1
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Potom podle (2)

n+1
A (Z oy $i> B A(y + Q41 Tot1) = Ay + an41 A-l'n+1
=1

a za Ay dosadime z indukéniho predpokladu

Ay = Za,- Azx;,
i=1
odkud plyne
n+1 n+1
A (Z (eH .1,',') = ZO{,’ AJ:,'.
t=1 t=1
® (3)=(1): PoloZzme v (3) n =2 a a; = ag = 1, odkud
(‘v’:z:,,xg € P)(A(:r, + xz) = Az, + AIQ).
Podobné pron =1 z (3) plyne
(Vay € T)(Vzy € P)(A(ay 1) = ay Axy).

Q.E.D.
Véta 20: Necht X' = (z,,...,z,) je baze V,,. Potom soubor

X# = (x#,,:v#)
je bézi dudlniho prostoru V¥, tj. dim V¥ = n. Déle pro kazdé ¢ € V# plati
(9’),1’# = (p(21),..., w(zn))-

Dukaz:
(1) UkéZeme, %e soubor X'# je LN. Vezméme tedy linearni kombinaci souboru X'#

davajici nulovy funkcional
n
E @ 8" =9,
=1

tedy
(Vz e V) (Z a; .’L'?(.’L‘) = O) -
1=1
Specialné pro bazové vektory
(V5 € A) (Z o o ley)= 0) :
i=1

29



protoze z* (z;) = &;;, plyne odtud
(Vy € n)(a; =0).

(2) Dokéazeme, ze X# generuje V,#. Inkluze
[x#,...,z#],\ cVv#

je trivialni. Opacnou inkluzi dokaZeme konstruktivné, tj. udame zptsob, jak libo-
volny linearni funkcional ¢ € V# vyjadrit ve tvaru linearni kombinace soufadni-
covych funkcional: Bud z € V,, libovolné, pak

p(z) = ¢ (_Z 23 () x) =D a3l (@) wl@) = (Z () - xz‘*) (2).

Musi proto platit rovnost zobrazeni

=3 ¢(z) ¥,
=1

odkud
pE [x#,,x#]'\

a navic
(‘P),\’# = (‘P(Jl )a Rinls v97(wn)),

coz je druhé tvrzeni véty.

Q.E.D.
Definice 16: Necht X’ = (z1,...,x,) je baze V,. Bazi X# = (z¥,... z#) nazyvime
bazi dualni k bazi X'.
Véta 21: Necht P, @) jsou vektorové prostory nad télesem T', A : P — @ je izomorfni.
Pak existuje inverzni zobrazeni A= : Q — P, které je izomorfni.
Dikaz: Zobrazeni A~! : Q — P uréité existuje, je i prosté a na. Zbyva ovéfit, ze A™!
je linearni. Zvolme libovolné a € T a u,v € Q. Existuji tedy z,y € P takové, Ze u = Ax
av=Ay, tj. r=A'uay=A"lv. Polofmew=au+v€Qaz=Aw,tj

Az=au+v=a Az + Ay = A(a = + y).
Protoze A je prosté, je z = a x + y neboli
A au+v)=a A u+ A7,

co? je podle véty 19 ekvivalentni linearité A~!.

Q.E.D.

Véta 22: Budte P,Q,V vektorové prostory nad télesem T, A € L(Q,V) a B €
L(P,Q). Pro slozené zobrazeni AB, definované

(Vx € P)((AB)z = A(Bx)),
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plati AB € L(P,V).
Dukaz: Ziejmé AB : P — V, zbyvéa ovéfit linearitu. Vezméme libovolné o € T a
z,y € P, potom

(AB)(az+y) = A(B(az+y)) = A(aBz + By) = aA(Bz)+ A(By) = a(AB)z +(AB)y,

odkud podle véty 19 je AB linearni.
Q.E.D.

Véta 23: Homomorfni obraz resp. vzor podprostoru je podprostor.

Diikaz: Necht P,Q jsou vektorové prostoxy nad télesem T a A € L(P,Q).
(1) Bud P cC P. Pfipomeiime, 7e¢ A(P) = {Az|z € P}. Ziejmé je A(P) # 0, nebot
P #0,a A(P) C Q. Podle véty 14 stdm ukazat, ze

(Va € T)(Vu,v € A(P))(a u + v € A(P)).

Vezméme o € T a u,v € A(P), musi tedy existovat z,y € P tak, 7e u = Az a
v = Ay. Potom
au+t+v=a dr+ Ay = A(a = + y).

Jeoviem a z +y € P, odkud a u + v € A(P).
(2) Bud Q cc Q. Pfipomeiime, Zze A~ Q)= {ze P|Ar € Q}. Ztejmé je A~ l(Q) # 0,
nebot # € A~ l(Q) Zvolme a € Taz,y € A~Y(Q), tedy Az € Q a Ay € Q. Protoze

Ala z+y) =a Az + Ay € Q,

jeaz+yeAT(Q).
Q.E.D.

Umluva:

A7 ({z})) = A7V (2)

Definice 17: Necht A € L(P,Q). Cislo dim A(P) nazyvame hodnosti zobrazeni
A a zna¢ime h(A). MnoZinu A~'(6¢) nazyvame jaddro zobrazeni A a znacime ker A,
¢islo dimker A nazyvame defekt zobrazeni A a znacime d(A).

Véta 24: Necht A € L(P,Q). Potom A je prosté tehdy a jen tehdy, jestlize v jeho

jadru lezi pouze nulovy vektor.

Diikaz:

(1) Bud A € L(P,Q) prosté. Vidy 6p € ker A. DokdZeme opacnou inkluzi: Necht
x € ker A, tj. Az = 6 = Afp; protoze A je prosté, plati z = 6p.

(2) Budker A = {6p}. Vezméme z;, 2, € P takové, Ze Axy = Ax,, tedy A(z; — 22) =
fq. Protoze v jadru A lezi jen nulovy vektor, musi z; — zo = 8p. Dokazali jsme
tak

Ary = Az 'z = X9,

tj. A je prosté zobrazeni.

Q.E.D.
Definice 18: Necht A € L(P,Q).
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(1) Je-li (zy,...,x,) soubor vektori z P, pak soubor (Az,,...,Az,) nazyvame obra-
zem souboru (z,,...,z,) pri zobrazeni A.
(2) Je-li (y1,...,yn) soubor vektori z A(P), pak soubor (z1,...,z2,) takovy, Ze plati

(Vi € n)(Azi = i),

nazyvame vzorem souboru (y;,...,y,) pfi zobrazeni A.
Poznamka 9: Obraz souboru je uréen jednoznaéné, ale vzor nemusi byt jednoznaény.

Véta 25:
(1) Homomorfni obraz resp. monomorfni vzor LZ souboru je LZ soubor.
(2) Homomorfni vzor resp. monomorfni obraz LN souboru je LN soubor.

Dukaz: Budte P,Q vektorové prostory nad T, A € L(P, Q).
(1) Bud (z1,...,2,) LZ soubor vektort z P, existuje tedy (ay,...,a,) € T" tak, ze

(gag Ty op) A (Z |ei| > 0) :

Plati proto
n n
GQ s A (Z (e'H .T,') = Za,- A:L',‘,
=1 1=1

tedy soubor (Az,,...,Az,) je LZ.

(2) Bud (y1,...,yn) LZ soubor vektori z A(P), bud A prosté. Oznaéme (z;,...,Z,)
vzor souboru (y;,...,Yyn) pii zobrazeni A, tj. (Vi € n) (Az; = y;). ProtoZe sou-
bor (y1,...,yn) je LZ, existuje jeho netrivialni linearni kombinace davajici nulovy

vektor
(Za,‘ Yi = OQ) A (Z |a.'| > 0)
=1 s=1
neboli
9Q = ZG,' A.’E,’ =A (Zai ;I:,'> ’
=1 =1
tj.

Za,' z; Eker A = {ep},
=1

nebot A je prosté. Soubor (z,...,z,) je tedy LZ.
(3) Kdyby existoval LN soubor, jehoz homomorfni vzor je LZ, dostavame spor s (1).
(4) Kdyby existoval LN soubor, jehoZ monomorfni obraz je LZ, dostavame se do sporu

s (2).

Q.E.D.
Véta 26: Necht P,(Q jsou vektorové prostory nad T. Necht (z,...,x,) je baze P,
necht (yy,...,yn) je soubor vektori z ). Potom existuje pravé 1 linearni zobrazeni
A € L(P,Q) takové, Ze
(Vi € n)(Azi = yi).
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Dukaz: Tvrdime, Ze pfedpis pro zobrazeni A ma tvar
n
MY #
Az = E :xi (z) -y
i=1

pro vSechna z € P.
(1) Ovéfime linearitu A: Budte « € T a z,y € P libovolné, pak plati

n

Alaz+y)=) a¥(az+y)yi= Z(a ¥ (2) +2F () vi =

=1

=a Y «F (@) vi+ Y+ () yi=a Az + 4y,

1=1 =1

(2) Pro bazové vektory (z;,...,z,) plati
Azj =3 2 (z;) yi = ;.
i=1

(3) Jednoznacnost A € L(P, Q) dokazeme sporem: Necht existuje B € L(P, Q) takové,
ze (Vi € n)(Bz; = y;) a pfitom B # A, tj.

(Ja € P)(Aa # Ba).

Potom ale z linearity B vyplyva:

Ba=F (Z z?(a) 1:.-) = Zx#(a) Bz; = Zx?(a) ¥ =Aa,
1=1 =] =1

COZ je Spor.

Q.E.D.
Véta 27: Necht A € L(P,Q), (z1,...,2,) je soubor vektorti z P. Potom plati:

Allen . ootaly) = [A2sy o 5:h%n] s -

Dikaz: Vyjdeme z ekvivalence
y€A([e1,-..;2a)s) & (32 € 5, gl )iy = ),
pritom

¢ € [23,. .. 8]y © (Blay,. ... 00) €T) (;r: Za,- :c.-) ;
=1

Z linearity A plyne _
Ar = A (Eai :t.') = Zai Az;,
s=1 =1
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odkud celkem
y € A([z1,...,24],) & y € [A2,,...,Az,], .

Q.E.D.
Véta 28: Necht A € L(P,Q), b € A(P). Necht a € A~1(b), tj. Aa = b. Potom plat{

A71(b) = a + ker A.

Dikaz:
(1) Bud z € A™1(b), tj. Az = b. Tedy
A(x —a) =0
neboli
T —a € ker A,
odkud
z € a+ ker A.

(2) Bud z € a + ker A, tj. (32 € ker A)(z = a + z) a plati
Az = A(a+2) = Aa=1b,

odkud
z € A7(b).

Q.E.D.

Definice 19: Necht P, Q jsou vektorové prostory nad T. Existuje-li izomorfni zobra-
zeni P — Q, rikame, Ze P a Q) jsou izomorfni a znadime P = Q.

Véta 29: Necht P, QQ jsou vektorové prostory nad T, necht alespon jeden z nich ma
konecnou dimenzi. Potom P = Q tehdy a jen tehdy, kdyZ dim Q = dim P.
Dikaz:
(1) =: Bud dim P < oo.
(a) dim P = 0, coz je ekvivalentni s P = {fp}. Bud A izomorfismus P — Q, tj.
A linearni, odkud plyne Q = A(P) = {6g} neboli dim Q = 0.
(b) dim P = n € N, oznaéme (21,...,z,) bazi P. Bud A € £(P,Q) izomorfni,
pak podle véty 27

Q = A(P) = A([z1,...,24])) = [y, .., 8u.],

tj. soubor (Az,..., Az, ) generuje ). Protoze monomorfni obraz LN souboru
Je LN soubor (véta 25), je (Ax;,..., Az, ) LN, tedy je baze @, odkud dim Q =
n.

(2) <=
(a) Necht dim P = dimQ = 0, odkud P = {fp} a Q = {6g}. Ziejmé zobrazeni
A: P Q, definované
Abp = b,

je hledanym izomorfismem.
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(b) Necht dimP = dimQ = n € N, oznaéme (z1,...,z,) bazi P a (y1,...,Yn)
bazi Q. Z véty 26 vime, Ze existuje pravé 1 zobrazeni A € L(P, Q) takové, Ze

(T ERNAT = §:)
Dokazeme, Ze toto A je izomorfni: Predné je

A(P) =A([;B],...,In]’\)= [yl""’y"]A =Q,

tj., A je zobrazeni P na Q. Déle bud z € kerA, tj. Az = 6g. Existuje
(a1y...,a5) € T tak, Ze
n
T = z i Ay
=1

odkud X .
fg = Ar = Ea,- Az; = zai .
=1 g=]

Soubor (y1,...,y.) je ale baze Q, tj. musi
(Vie n)ai =0)
neboli # = #p. Dokazali jsme tak
ker A = {6p}

a podle véty 24 je A prosté.
Q.E.D.

Dusledek 2: Necht P, Q jsou vektorové prostory nad T, P = Q. Potom dim P =
dim Q.

Dukaz: Kdyby dim P # dim Q, alespoii 1 z nich je koneéna. Podle véty 29 pak ale
dim P = dim Q, coZ je spor.

Q.E.D.
Dusledek 3: Necht V,, je vektorovy prostor dimenze n € N nad télesem T. Potom

Va2 T,

Dukaz: Je dim V,, = dim T" = n, tedy podle véty 29 je V,, = T".
Q.E.D.

Priklad: Sestrojme jedno diilezité izomorfui zobrazeni prostoru V,, na T". Bud X =
(zy...,2,) baze V,. Definujme zobrazeni A : V,, — T" vztahem

(Vo € Vo )(Ax = () o)-

Podle véty 12 a véty 24 je zobrazeni A linearni a prosté. To, Ze A zobrazuje V,, na
T" dokazeme konstruktivné: Bud libovolné (... ,«a,) € T", pak definujeme z € V,,

vztahem
n
r = E vy Uy,
=1
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zrejmé plati Az = (aq,...,ay). Je tedy A izomorfismus.

Poznamka 10: Zobrazeni A € L(V,,,T"), zavedené v piedchozim piikladé, nazyvame
souradnicovy izomorfismus v bazi X'.

Véta 30: Necht A € L(P,,Q,). Potom A je izomorfni tehdy a jen tehdy, je-li mono-
morfni nebo epimorfui.

Dikaz:
(1) =: Tato implikace je trivialnim diisledkem definice 15.
(2) «:
(a) Bud A monomorfni, dokaZeme, Ze je epimorfni: Oznaéme (z,,...,z,) bazi P,,
potom

A(Py) = A([Z15-- , Za)), = [A21,. .., As], CC Q.
Monomorfni obraz LN souboru je LN, proto (Az;,...,Az,) je LN a tedy
dim [Azy,..., Azg], =n
neboli tento podprostor @, nemiiZe byt vlastni a plati tedy
A(Pp) = [Azy,..., Azy], = Qn.

(b) Bud A epimorfni; dokaZeme, %e ker A = {8p}. Oznaéme (z,,...,r,) bazi P,.
Necht tedy Az = g, existuje (ay,...,a,) € T" tak, Ze

n
&£ = E €Iy,
i—1

odkud 3
fg = Az = Za,- Az;.

i=1

A je ovSem zobrazeni P, na @Q,, tj.
Qn = A(Pp) = [Axy,...,Az,],
neboli (Az,,...,Az,) je LN. Potom plati
(Vi € n)(a; =0)

a tedy = = 0p.
Q.E.D.

Dusledek 4: Necht A je linearni operator: A € L(V,,). Potom A je regularni tehdy a
jen tehdy, je-li monomorfni nebo epimorfni.

Véta 31: Necht P, Q, Q jsou podprostory V., necht P& Q = P & Q. Potom Q = Q.
Dukaz: Zkonstruujeme izomorfismus A : Q — Q. Ziejmé

QCcCP®Q=Pa&Q,
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odkud existuje jednoznaény rozklad

(Vz € Q)(J1p € P)(319 € Q)(z = p+q).

Definujeme pak

(1)

(2)

(3)

(Vz € Q)(z =p+q)(Az =q€ Q).
A je linearni: -
Budte a € T, z,y € Qanecht s =p+q,y =p' +¢',kde p,p' € Paq,q € Q.
Potom
azty=(ap+p)+(ag+q),

kde prvni séitanec na pravé strané je vektor z P a druhy z Q. Podle definice A je
tedy
Alaz+y)=a q+q¢ = a Ax + Ay.

A je prosté:
Bud z € ker A CC Q, tj. Azx = b5 neboli x € P. Je tedy 2 € PN Q = {#} a proto
z =8
A zobrazuje Q na Q:
Vezméme libovolné y € Q. Nalezneme q € Q takové, e Ag = y. Protoze Q cC
PdQ=P®Q, lze (Jednoznaéné) rozloZit y = p+ ¢, kde p € P a ¢ € Q. Plati
tedy ¢ = —p+ y, odkud Aq = y.

Q.E.D.

Definice 20: Necht P CC V. Existuje-li Q CC V takovy, ze P & Q = V, fikdme, Ze
Q je doplnék P do V. Cislo dim Q nazyvime kodimenzi P a znaéime codim P.

Poznamka 11: Maé-li V koneénou dimenzi, ma kazdy P CC V kodimenzi a plati

codim P = dimV — dim P.

Dikaz: : Je-li dim V' = 0, je tvrzeni trivialni. Bud tedy dim V = n € A. Mohou nastat
3 pripady:

(1)
(2)

(3)

Necht dim P = 0, tj. P = {6}. Ziejmé {8} &V = V, odkud codim{6} = dimV = n.
Necht dim P = k < n. Oznatme (x;,...,zx) bazi P. Podle veéty 10 lze vytvorit
bazi V ve tvaru (z1,...,Zk, Zk41,...,Tn). Pak ziejmé

P® [xk-!-la--' vxn],\ s Vs
nebot PN [zk41,...,2,], = {0}, a podle 1. véty o dimenzi (véta 16) plati

dim P + codim P = dim V.

Necht dim P = n. Pak doplnék P do V je {6} a tedy plati codim P = 0.
Q.E.D.

Véta 32: Necht A € L(P,Q), h(A) < co. Potom

h(A) = codim ker A.
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Dikaz:

(1) Je-li h(A) = 0 neboli A(P) = {6} neboli A = O aker A = P, tj. codimker 4 = 0.

(2) Necht h(A) = k € N. Oznaéme (yi,...,yx) bazi A(P). Vzor (yl s+ -+, Yk) PFi zobra-
zeni A oznalime (z1,...,;), podle véty 25 je LN. Bud P = [%1,...,zk],, dokdZeme

kerA@ P = P,

odkud jiz plyne tvrzeni véty.
(a) Inkluze kerA+ P C P je ziejma. Bud naopak = € P libovolné, chceme najit
rozklad z = p + ¢, kde p € P a q € ker A. Protoze p € P, musi

k
D= E Q; Ly,
s=]

kde koeficienty ay,...,a; uréime z podminky

k
q=w—za,- z; € ker A.

s=]

Plati
k k k
0=A(I_Zai xi):Az—Za; Az; =Az:—Za,~ Yi
g==] =1 e |
neboli .
A:c - Zai yia
s=1
odkud

(Vi € k)(ai = y¥(Az)).

Tim je ovSem rozklad z = p+ ¢ € P + ker A uréen.
(b) UkazZeme, Ze P@dker A = P. Vezméme z € PNker A, tj. existuji (B1,...,B%) €

T* takové, ze
k
z= Zﬂi By
t=1

a soucasné plati
k k
0= Azr= Zﬂ.- Az; = Zﬂi Yis
=1 i=1

odkud plyne ;
(Vi € k)(Bi = 0),

nebot (y1,...,yx) je baze A(P). Potom je ale z = 6, tj.
Pnker A = {6}.
Q.E.D.

38



Poznamka 12: Necht A € £L(P,Q). Potom h(A) < dim P a h(A) < dim Q.

Diukaz: Podle definice h(A) = dim A(P), protoze A(P) CC Q, je h(4) < dimQ.
Zbyvajici nerovnost je zfejma pro piipady dim P = oo a dim P = 0. Nechf tedy dim P =
k € N, bud (zi,...,2) baze P. Je A(P) = [Azy,...,Axi],, odkud je dim A(P) < k.

Q.E.D.
Véta 33 (2. o dimenzi): Necht A € L(P,Q), dim P < co. Potom
h(A)+ d(A) = dim P.
Dikaz: Je h(A) < dim P < oo. Podle poznamky 11 a véty 32 plati
h(A) = codimker A = dim P — dim ker A.
Q.E.D.

Poznamka 13: Hodnosti linearnich funkeciondlt:
Bud ¢ € V,#. Je-li ¢ # O (nulovy funkcional), je h(¢) = 1 a d(p) = n — 1. Plati
h(©)=0ad(0) =n.

Poznamka 14: Skladani linedrnich zobrazeni jsme zminili ve vété 22. Pfipomeinme
vlastnosti skladani zobrazeni (pokud nasledujici vyrazy maji smysl):

(1) A(B+C)=AB + AC.

(2) (A+ B)C = AC + BC.

(3) « (AB) = (a A)B = A(a B) = (a AB).

(4) (AB)C = A(BC).

(5) Obecné ale AB # BA.

Tyto vlastnosti Ize shrnout: Skladani zobrazeni je asociativni a distributivni, ale obecné
ne komutativni.
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6. Matice linearniho zobrazeni

Umluva: V celé kapitole budeme pouZivat nasledujici oznadeni: Budte T &selné téleso,
X = (z1,...,2m) baze Py, Y = (v1,...,Yn) bdze Q,, W = (wy,...,w,) béze V, a X¥#,
YV# W# piisluiné dualni baze.

Definice 21: Necht A € L(P,,,Q,). Matici YAY € T™™, jejiz prvky budeme znadit

o A,); , definovanou

(Vi € 7)(V] € ) ('*A”. =y (AxJ))

nazyvame matici zobrazeni A v bazich X, ).
Specialné pro A € L(P,,) zjednodusime zapis matice linearniho operatoru v bazich
X, X 8a*A.

Véta 34: Necht A,B € L(P,,,Q,), « € T. Potom plati
(1) *(A+ B)” *AY 4 XBY,
(2) *(a A)Y =a ¥AY.

Dukaz:
(1) Pro prvky s indexy i € nn, j € mn plati
Y(A + B).j - ((A * B)mJ) ok (A‘EJ) + v, (B-TJ) - XA%;' + *B};

e

odkud jizZ plyne podle definice s¢itani matic tvrzeni véty.
(2) Zcela analogicky jako (1).

anq
Om1
Bia oes
B=| : "
ﬂnl an

Q.E.D.
Definice 22: Necht

eT"tn

Matici
7M1

: e T™ s
Ym1 -+ Yms

definovanou

3

(Vi € m)(Vj € 3) (%’j =3 aik ﬂkj) \
k=1
nazyvame sou¢inem matic A, B a znacdime
C=AB.
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Véta 35: Necht A € L(Qn,V,), B € L(P,,,Q.). Pro matici sloZeného zobrazeni
AB € L(P,,,V,) plati
X(AB)W - yAW «\'By.

Dukaz: Nejprve si uvédomme, Ze uvedeny sou¢in matic ma smysl: Z definice ma-

tice linearniho zobrazeni je * (AB) € Thm: 2 AW ¢ T g ERV-E 1T™ tedy
yAW .YBy e T*m™,

Pro prvek matice x(AB)W s indexy : € 8, j € m plati:

"'(AB),YJV = w?((AB)"’J') - w,# ( (Z Bk] yk))
# (Z *BY, Ayk) 3 ZA’B& wi (Au)

vy 1 tk _ZyA kJ’

k=1

coz podle definice nasobeni matic dokazuje tvrzeni véty.

Q.E.D.
Véta 36: Necht A € L(P,.,Q.), x € P,,. Potom plati

[Az]y = *AY [z],

Diikaz: Nejprve podotknéme, ze YA4Y € T™™ a [z], € T™!, odkud *4Y [z], €
T™', a [Az]y € T™!, tj. soudin uvedeny v tvrzeni véty ma smysl.
Vezméme vektor z € P,,, necht

m
T = E oy Ty,
=]

potom plati

A:l?=A(zm:a.' 31’) =zm:a,' Az,-

—Za. ZxAk. Yk “ZE"" AL v
=1

=] k=1

E(Ee ) n-E(Ere) »

cOoZ znamena, ze
m

X
#(Az) = Z AY: a;,
neboli podle definice maticového nasobeni tvrzeni véty plati.
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Q.E.D.

Véta 37:
AP, Us) = m 5.

Dukaz: Ukazeme, Ze

L(Pm, Qn) o~ Tn,m.

Nalezneme zobrazeni ® : L(P,,,Q,) — T™™, totiz kazdému linearnimu zobrazeni pfi-
radime jeho matici v bazich A", ):

$(A) =*AY.

(1) @ je linearni:
Budte o € T, A, B € L(Py,, Q) libovolné, potom

d(a A+B)=%a A+B)Y =a *4¥ + ¥BY = a ®(A) + ®(B).

(2) ® je prosté:
Bud A € £L( P, Q) takové, Ze A € ker ®. Je tedy

YAl =y¥(Az;) =0
pro vsechna i € n, j € m. Podle véty 36 je proto
(Vz € P,,)(Az = 0),
tj. A = © (nulové zobrazeni). Tim jsme dokazali
ker® = {O}.

(3) ® zobrazuje L(Pp,,Q,) na T™™:
Bud A € T™™ libovolna matice

11 see Oim
A = : : .
Qni e Qpap
Definujeme zobrazeni A € L(P,,,Q,) pomoci véty 26, tj. udame obrazy bazovych
vektori:

n
Az; = Z akj Yk,
k=1
tim je A jednoznaé¢né uréeno a plati
U (Az;) = a;,

tj. vskutku
Yop¥ = A,

® je tedy izomorfni zobrazeni L(P,,, Q,) na T™ ™. Tvrzeni véty pak plyne z véty 29 a
z faktu, Zze dim T™™ = mn.
Q.E.D.
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7. Hodnost a jeji urceni

Definice 23: Necht (z1,...,2,) je soubor vektorii z V. Cislo dim [zy,...,z,], nazy-
vame hodnosti souboru (z,,...,z,) a znacime h(z,,...,z,).

Véta 38: Necht A € L(P,Q), A je prosté, (z,,...,x\) je soubor vektori z P. Potom
plati
h(:l,‘],.. . ,zk) = h(A.’L‘l,. oo ,A:I:k).

Dukaz: Definujeme zobrazeni

toto zobrazeni je ziejmé linearni, prosté a zobrazuje [z, ..., zx], na [Az,, ..., Azg],.
Je tedy B izomorfni:

[.'1:1,...,.'):k]A = [A;z:l,...,Awk]A;
z definice hodnosti souboru pak plyne tvrzeni véty.

Q.E.D.

Véta 39: Necht (z1,...,xx) je soubor vektori z V nad T. Hodnost tohoto souboru
se nezmeéni, provedeme-li libovolnou z nasledujicich ekvivalentnich (elementarnich)
uprav:

(1) Zaménime 2 vektory souboru.

(2) Libovolny vektor souboru vynasobime nenulovym cislem z télesa.

(3) Pricteme libovolny vektor souboru k jinému vektoru souboru.

Dikaz: Zadna z elementarnich iprav nezméni linearni obal souboru a tim ani dimenzi

tohoto obalu.
Q.E.D.

Definice 24: Necht A € T"™". Hodnosti matice A nazyvame hodnost souboru
sloupcii matice A (jako souboru vektort z T™' ) a znacime h(A).

Véta 40: Necht A € L(Pn, Q). Potom plati:
h(A) = h(¥A4Y),

kde X je baze P,, a Y je baze Q.
Dukaz: Oznaéme X = (z1,...,2m) a Y = (¥1,...,Yyn)- Plati

h(A) = dim A(P) = dim A([zy,...,2m],) = dim [Az,,..., A2n],
= h(AC1,..» , Azn)

Definujme soufadnicovy izomorfismus (poznamka 10) B : Q,, — T™!:

(Yy € Q.)(By = [yly).

Potom
[Azy,...,Azn], = [[Anr]y,. .., [AZ;m]y)], ,
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odkud (véta 38)
WALy, .., ATn) = B [A;L'l]y N fo,,,]y).

Je ovSem podle definice hodnosti matice
h(*AY) = k( [Az1]y,..., [AZm]y),

odkud uZ plyne tvrzeni véty.

Q.E.D.
Definice 25: Necht
a1 qin
A - : : € T"l,?l
m Omn
Matiel ’
oy X1
AT a— . . € Tn,m
g : : ,
! !
anl viee anm
definovanou

(Vi € n)(Vj € m)(a;; = a@ji),
nazyvame matici transponovanou k A.

Véta 41: Necht A € T™". Potom
h(A) = h(AT),

tj. pocet linearné nezavislych radki i sloupcii (chapanych jako vektory z prostori T",
resp. T™') je v kaZzdé matici stejny.
Duikaz: Zatim vynechame; vyplyne z diikazu véty 42, ¢ast (2).

Q.E.D.
Definice 26: Necht
/311 soe .Hl n
B= . . € ™"

:Bml ‘e ﬂmn

Rikime, 7e B je v hornim stupiovitém tvaru, pravé kdyZ existuje ¢islo ¢ €
a pi"irozen:i éislal < k) <...< ke <n tak, Ze plati

(1) (Vi € 6)(Bax, #0),

(2) (Vi€ )(Vj < ki)(Bi; = 0),

(3) (Vi > €)(Vj € n)(Bij = 0).

Sloupce ky,..., k¢ matice B nazyvame hlavni sloupce, ostatni vedlejsi.
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Véta 42:

(1)
(2)

KaZdou nenulovou matici A € T™" lze fadkovymi ekvivalentnimi tipravami pre-
vést na matici B v hornim stupiiovitém tvaru.

Pritom plati h(A) = h(B) = ¢, kde ¢ je pocet nenulovych fadki matice B (viz
definice 26).

Dukaz:

(1)

(2)

Diikaz provedeme indukei na s-poéet nenulovych fadké matice A.
(a) Pro s =1 je tvrzeni (1) zfejmé: pfipadnou zaménou fadki zajistime, aby jediny
nenulovy rfadek byl prvni; matice je po této upravé zjevné v hornim stupniovitém
tvaru.
(b) Predpokladejme, Ze pro s € N tvrzeni (1) plati. Necht matice A ma s + 1
nenulovych radkd, necht jsou to fadky 1,...,s + 1. Prvnich s fadkt matice A
pfevedeme na horni stupfiovity tvar, ozna¢me piisluiné hlavni sloupce k,,...,k,.
V fadku s+1 pak pfi¢tenim vhodnych nasobk prvnich » ¥adké vyrobime 0 v hlav-
nich sloupcich. Radek s + 1 je potom budto nulovy, ¢imz je tvrzeni dokazano, nebo
obsahuje alespon 1 nenulové &slo. Vezméme prvni nenulovy prvek v s + 1-nim
radku, necht je ve sloupci k,4 ;. Radek s + 1 zafadime:

¢ je-li ky41 < ky, pesuneme Fadek s + 1 pied prvni fadek;

o je-li k; < kpyy < kigy pro ndjaké i € {1,...,r — 1}, pfesuneme Fadek s + 1

mezi fadky 2 a 2 + 1;
e je-li kryy > ki, ponechdme fadek s+1 na misté, je-li r = s, jinak ho presuneme
za r-ty radek jako posledni nenulovy.
Po téchto ipravach je matice v hornim stuphovitém tvaru.
Oznaéme A,; j-ty sloupec matice A. Jsou-li k;,..., k; indexy hlavnich sloupcti
matice B, je soubor (Aek,,...,As, ) bézi [A.,,...,A.,,]A - to je znamo ze cvi-
¢eni (vybér bdze ze souboru generatorii!). Rovnéz soubor (B.y,...., B, ) je LN
a vedlejsi sloupce matice B jsou linearni kombinaci hlavnich. Je tedy h(A) =
dim [Aay,...,A.,], =1 = h(B). Pfitom vektorovy prostor generovany radky ma-
tice A je stejny jako vektorovy prostor generovany iadky matice B (samé ekviva-
lentni fadkové tpravy!). Ale nenulové fadky matice B (téch je 1) jsou LN. Je tedy
h(AT) = h(BT) = 1.
Q.E.D.

Definice 27: Necht A € T™", necht B € T™" vznikne z A koneénym poctem
ekvivalentnich tiprav na soubor radki a sloupcii matice A. Potom fikdme, 7e B je
ekvivalentni s A, znacime A ~ B.

Poznamka 15: Je-li A ~ B, pak h(A) = h(B).

Dikaz: Tvrzeni plyne z vét 39 a 41.

Q.E.D.



8. Linearni rovnice

Definice 28: Necht A € L(P,Q), b € Q. Rovnici Az = b (z je neznima) nazyvame
linearni rovnici. MnoZinu vsech reSeni znacime S:

S = {u € P|Au = b} = A~'(b).

Véta 43: Necht A € L(P,Q), b € Q. Linedrni rovnice Az = b je resitelna tehdy a jen
tehdy, kdyz b € A(P).

Dikaz: Tvrzeni véty plyne z definice A(P):
be A(P) & (3u € P)(Au = ).

Q.E.D.

Definice 29: Je-li v linedrni rovnici Az = b vektor b # 8, nazyvime tuto rovnici
nehomogenni, je-li b = 6, nazyvame tuto rovnici homogenni. MnoZinu viech feseni
homogenni rovnice znacime Sy:

So = {u € P|Au = 0} = ker A.

Poznamka 16: Homogenni linearni rovnice ma vidy alespoii jedno fedeni, a to nulovy
vektor.

Véta 44: Necht A € L(P,Q), b € A(P), # € P takové, 7e A% = b (tzv. partikuldrni
reseni). Potom

S & 545,

Dikaz: Véta 44 je jinou formulaci véty 28.
Q.E.D.

Priklad: Uvedeme piiklad linearni rovnice. Budte
P = C?*(0, +0),

tj. mnoZina funkei definovanych na (0, +00) a spojitych véetné své druhé derivace, a
Q = C(0,+),

t). mnoZina spojitych funkei na (0, +00). Definujeme operace séitani funkei a nasobeni
funkei ¢islem

(Vu,v € P, resp. Q)(Vt € (0,+00))((u + v)(t) = u(t) + v(t)),
(Vu € P, resp. Q)(Va € R)(Vt € (0,+00))((au)(t) = au(t)),

pak P a @Q jsou zfejmé vektorové prostory nad R.
Definujeme nyni zobrazeni A : P — Q



ziejmé je A € L(P,Q). Jadro A je tvofeno funkcemi z € P spliwujicimi rovnici

d2;r dr

Lze ukazat, Ze
ker A = [x),2,],,
kde
z1(t) = exp(2t),
za(t) = exp(t).

Vezméme nyni v € Q, napt. v(t) = sint a sestavme linedrni rovnici Az = v:

(12.'1' (l.l
—_— =34 2r = 3
q52 1 + 2r = sin

Podle vety 44 budeme hledat fefeni této rovnice ve tvaru
r=I4+ o+ aze,,

kde oy, &3 jsou libovolné realné konstanty a # je feSeni nehomogenni rovnice

d%z 1z
d? — 3(dx + 27 = sin't.
Definice 30: Necht
a1 ... Qg
A i € Tm,n,
M ni e Nmn
I}
b s € Tm,l.
ﬂm

Systém rovnic
anbi+ ...+ a1aén = B

a’mlfl . RO, - (\’mngn — ﬂru

nazyvame soustavou m linearnich rovnic o n neznamych &;,...,£&,. Oznaé¢me

&1
X == € T"'l;
fu

systém rovnic Ize pak zapsat maticové podle pravidel maticového ndsobeni:
Ax = b.
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Matici A nazyvame matici soustavy, vektor b vektorem pravych stran a vek-
tor x € T™! vektorem neznamych. Matici

T - T
o IR B R |

M1 oo Nonn ﬂm

nazyvame rozsifenou matici soustavy.
Je-li b = 0, nazyvame soustavu homogenni, jinak nehomogenni. 2 soustavy
nazyvame ekvivalentni, maji-li stejné mnoziny reseni.

Poznamka 17: MnozZina feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic

kde A € T™", tvoii podprostor prostoru 71,

Véta 45 (Frobeniova):
(1) Soustava m linedrnich rovnic pro n neznamych Ax = b je feditelna, pravé kdyz

h(A) = h(A|b).
(2) Je-li h(A) = h, ma soustava Ax = 0 pravé n — h linearné nezavislych reseni, tj.

£a { {0} pokud n = h :

[BiyoosXn<i]y DrOA<n

Je-li navic h(A|b) = h, pak
S = x + So.

kde X je partikularni reseni: AX = b.
Dikaz:
(1) =: Necht soustava Ax = b ma feseni a:

a

a"

Oznac¢me A,; j-ty sloupec matice A. Potom plati

i: ajA.j = b,
=1

odkud

b € [Aeiy- .o Manls

a tedy
[Aola---vAon],\ o [A.],---,A.,,,b]A,
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a rovnost musi platit i pro dimenze:
dim [ Koy, ..o M)y = dimAar, ..., K, b],,
coz podle definice hodnosti matice znamena
h(A) = h(A|b).

<«=: Necht h(A) = h(A|b). Protoze

[Ar, .. Aen]y CC [Adry. it s Aep, by,
a pfitom plati podle pfedpokladu rovnost dimenzi, musi

[Aets oo -5 Banly = [An1yices Avny by

To ale znamena, Ze existuji koeficienty aq,...,a, takové, Ze

b= i(}‘jA.J’,

j=1
maticove
23|
b=A
a"
neboli soustava Ax = b ma reseni, totiz
a
X =
Oy

(2) Prevedeme soustavu Ax = b na linearni rovnici ve smyslu definice 28. Definujme
A€ L(T™, T™') zadanim matice:

Frdf = A,
Potom plati:
Ax =b & &n glm [x]g, = [blg, ® [Ax], = [b], & Ax=b.

(a) MnozZina feSeni homogenni rovnice Ax = 0 je jadro ker A, pro dimenzi ker A
plati z 2. véty o dimenzi (véta 33) a véty 40

dimker A = d(A) =n —h(A) =n—-h(A) =n — h.

(b) Je
Ax=b & Ax=Db.

Podle véty 44 ma mnozina feSeni rovnice Ax = b tvar
X + ker A,
kde x je partikularni feseni, tj. AX = b.
Q.E.D.
Poznamka 18: Podle véty 45 je soustava Ax = b feSitelna, pravé kdyz b je linearni

kombinaci souboru sloupetit matice A, tj. sloupec vznikly z b nesmi byt hlavni sloupec
po pravé rozsifené matice (A|b) na horni stupiiovity tvar (plyne z véty 42).
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9. Linearni variety

Definice 31: Necht V je vektorovy prostor nad télesem T, (a,b) soubor vektorii z V.
MnozZinu
{aa + pbla,f € Tya+ B =1} = {da+ (1 = N)b|X € T}

nazyvame spojnici vektoru a, b.

Definice 32: Necht V je vektorovy prostor, W C V. Rikame, 7¢ W je linearni
varieta ve V', pravé kdyz plati

(1) W#0,

(2) W obsahuje s libovolnym 2-¢lennym souborem svych vektorii také jejich spojnici.
Poznamka 19: KaZdy podprostor je linedrni varieta, ale ne naopak.

Definice 33: Necht' V je vektorovy prostor nad T, (zy,...,x)) soubor vektorii z V,
(ay,...,ax) € T*. Linearni kombinaci

k
E Gy
t=1

nazyvame afinni kombinaci, praveé kdyz

Véta 46: KazZda linearni varieta obsahuje s libovolnym souborem svych vektorii takeé
libovolnou afinni kombinaci tohoto souboru.

Dikaz: Ozna¢me W linearni varietu. Tvrzeni véty dokaZeme matematickou indukei

podle n - poétu vektori v souboru.

(1) n=1:
Bud z; € W, pak 1-z; = z; € W je jedina afinni kombinace souboru (z,).

(2) Necht pro kazdy soubor délky n plati: W obsahuje libovolnou afinni kombinaci
tohoto souboru. Vezméme libovolny soubor vektorti z W délky n + 1, ozna¢me jej
(Z1,...,Zn+1), a libovolné koeficienty (a,...,an+1) € T"F! takové, Ze

n+1

Z o, =
t=1

Nejprve dokazeme, Ze existuje takové iy, Ze plati

n+1

o = Z a,-;éO.

1=1,1#1p

Kdyby totiz
(Vip € {1,...,n+ 1})(a = 0),
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musi byt
(Vi() = {1, BRI, o 58 1})(0,‘0 == 1),

odkud ovsem
n+1

Za,-=n+122,
1=

coz je spor. Provedeme nyni nasledujici ipravu:

n+1 n+1
E Ty = E ;i + Ty,
=] i=1,15%1o
n+1
vy
= .;_ =i P XiaXias
. o il
i=1,i5%1,

kde plati
n+1

> e

t=1,1519

a podle indukéniho predpokladu je tedy afinni kombinace

n<41
o
Z '—".'L'i G Ws
: SR
1=1,15#19
potom je ale
n+1 n+1
y
Z T = Z -2 =02,
=1 1=1,15#1o o

bod ze spojnice 2 bodti z W a podle definice linearni variety patii do W.

Q.E.D.

Véta 47: Necht V je vektorovy prostor, P CC V, a € V. Potom mnoZina a + P je
linearni varieta.

Dukaz: Ovéfime vlastnosti linearni variety podle definice 32:

(1) Zfejmé a + P # 0.

(2) Vezméme libovolné z,y € a+ P, A € T. Existuji tedy p,q € P takové, e z = a+p
a y = a+ ¢q. Pro vektor ze spojnice z,y plati

Ar+(1=Ay=Ma+p)+(1—=A)(a+¢qg)=a+(Mp+(1=X)g) €Ea+ P.

Q.E.D.

Poznamka 20: MnozZina feSeni nehomogenni linearni rovnice je tedy linearni varieta
(pokud je neprazdna).

Véta 48: Ke kazdé linearni varieté W C V existuje pravé 1 podprostor P CC V
takovy, Ze pro kazdé a € W plati W = a + P.
Dikaz:
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(1) Konstrukce P:

Vezméme libovolné ag € W a definujme
P=W - agp.

Potom ziejmé plati W = ao + P. Ovéfme, Zze P CC V: Budte z,y € P, a € T.
Existuji tedy u,v € W tak, Zze t = u — ap a y = v — a9. Potom

az+y=alu—ay)+(v—ay)=(au+v—aay)—ay € W —-ag =P,

nebot au+v—aag € W, protoze jde o afinni kombinaci vektoriz W: a+1—a = 1.
(2) Dokazeme, ze W = a + P pro kazdé a € W. Bud ay # a € W, tj. existuje p € P
tak, Ze a = ag + p. Potom

W=a+P=a+(ag—a)+P=a—p+P=a+P.
(3) DokaZeme jednoznacnost P. Necht P cC V takovy, Ze
(P # P)A(Va e W)W =a+ P).

Potom

P=W-a=a—-a+P=-p+P=P,
CoOZ je spor.
Q.E.D.
Definice 34: Necht W je linearni varieta ve V, P CC V takovy, Ze (Va € W)(W =
a+ P). Podprostor P nazyvame zameérenim variety W a znacime Z (W ). Jeho dimenzi
resp. kodimenzi nazyvame dimenzi resp. kodimenzi variety W. KaZdy nenulovy
vektor z Z (W) nazyvame smérovym vektorem variety W. Kazdy vektor a takovy,
ze W = a+ Z (W), nazyvame vektorem posunuti variety W.
Specialné
varietu o dimenzi 0 nazyvame bod,
varietu o dimenzi 1 nazyvame p¥imka,
varietu o dimenzi 2 nazyvame rovina,
varietu o kodimenzi 1 nazyvame nadrovina.

Poznamka 21: Necht W je varieta ve V. Potom
(1) Z(W) =W — a pro libovolné a € W.
2 WccVedeW.
Dikaz:
(1) Viz véta 48.
2) =2WccCV=0cW.
< 0eW=ZW)=W-0=W.

Q.E.D.
Definice 35: Necht W je linearni varieta ve V nad T, a € W, dimW = ¢ € N,
oznacme (ay,...,ar) bazi Z (W) , potom zrejmé
¢
"W {u € VI(IHEs,...,E) € T') (u =a+Z£,~a,-) }
=3




Rovnici L
u=a-+ E €ia;
ga=)

nazyvame smérovou rovnici variety W. Je-li dimV konecna kladna a rozepiseme-li
smeérovou rovnici po souradnicich ve zvolené bazi V', dostaneme parametrické rovnice
variety W ve zvolené bazi.

Priklad: Piimka v R?
Smérova rovnice pfimky W v R? ma tvar
u=a+ &b,

kde a € W a zaméfeni W je [b],. Oznadme

(u)g2 S ('Evy)
(a)e:, = (a1, a2)

(b)g, = (B1,B2),

potom parametrické rovnice pfimky W maji tvar

x =01+
¥ =g + 6.6'25
kde £ € R.
Véta 49: Necht P,Q CCV, P& Q =V, bud Ap : V — P definované

Apz = a,
kdex =a+b,a€ P, b€ Q. Potom Ap € L(V, P) a plati

Apz=z & 2 € P,
Apzr=0& z2 € Q.

Dukaz:
(1) Ovéfime linearitu Ap:
Budtea € T, 2 =a+b,y=c+d, kde a,c € P a b,d € Q. Potom

Ap(azx +y) =aa+c= aApz + Apy.

(2) Dokazeme Apr =z & = € P:
Tvrzeni plynez P Q =V.
(3) Dokazeme Apxr =0 & x € Q:
Tvrzeni plynez P4 Q = V.
Q.E.D.
Definice 36: Zobrazeni Ap zavedené ve vété 49 nazyvame projektor na podprostor
P podle podprostoru Q.
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Poznamka 22: Pfi oznaceni z véty 49 je také Ap € L(V).
Véta 50: Necht ¢ € V# o # O, a € T. Potom mnoZina

{z € Vlp(z) = a}

je nadrovina ve V.

Dukaz: ProtoZe je ¢ # O, je h(¢) = 1 a ¢ zobrazuje V na T. Existuje tedy zo € V
takové, ze p(zo) = a. Potom plati

¢~ (a) = 2o + ker g,
coz je zjevne varieta kodimenze 1, nebot podle véty 32

codimker ¢ = h(p) = 1.

Q.E.D.

Véta 51: Necht W = a + P je varieta ve V, codim W = ¢ € N. Potom existuje LN
soubor linearnich funkcionalt z V¥# (@,,...,p¢) a £-tice (a,, ..., a¢) € T tak, Ze plati

W = {z € V|(Vi € )(pi(x) = x)},
tj. kaZdou linearni varietu o kodimenzi € lze vyjadrit jako prinik ¢ nadrovin (viz véta
50).

Dukaz: Mame P CC V, codim P = {. Existuje tedy Q CC V (doplnék P do V) takovy,
je dim@Q =f€aV =Q @ P. Oznadme X = (z,,...,z¢) bézi Q. Definujme pro i € ¢

Y = :L"#Aq,
kde Aq je projektor na @ podle P. Polozme
(Vi € O)(ai = pi(a)).
(1) Ovétime, ze p; € V#:
Ziejmé @; : V +— T. Linearita ¢; je také zfejma: ¢; je definovano sloZenim dvou
linearnich zobrazeni (projektoru a soufadnicového funkcionalu).

(2) Dokazeme, Ze soubor (¢1,...,¢¢) je LN:
Kdyby existovala netrivialni linearni kombinace

4
Zai99i = 0,
=1
tj.
¢
(Vz € V) (2 aipi(x) = 0) :
t=1
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(3)

(4)

potom specialné pro vektory z,,...,r¢ musi

(
(Vi € §) (Z aipil(z;) = 0) .

1=1
Je viak s vyuzitim véty 49 pro kazdé j € ¢
pi(z;) = 2¥ (Aqz;) = 2 (5) = bi;,
odkud
¢
0= zﬂ’i‘Pi(J’j) = aj,
1=1

a to je spor. ’
W C {z € V|(Vi € £)(pi(z) = ay)}:
Bud z € W, potom existuje p € P tak, %e + = a+p. Pak podle véty 49 pro viechna
t€F
#i(2) = @il@) + 9i(p) = ai + 2} (Agp) = ai + 2¥(6) = o,

tj. z € {z € V|(Vi € &)(pi(z) = ay)}.
{r € Vlpi(z) = ar} C W
Bud (V2 € £)(pi(z) = a;); protoze p;(a) = a;, plati

(Vi € &)(pi(z — a) = 0),

odkud
¢
r—aé€ n ker ¢;
=1
neboli
¢
r=a+(x—a) €Ea+ ﬂkertp,-.
=1
Dokazeme-li
¢
n kerp; C P,
g=1
dostavame
r€a+P=W.

¢
Vezméme proto y € ) ker ¢, tj.

(Vi € O)(pi(y) = =¥ (Aqy) = 0),

odkud
(AQy)y = (0,...,0)

%)



a tedy
Ay =6,

coz je podle véty 49 ekvivalentni s y € P.
Q.E.D.

Definice 37: Necht W je linearni varieta ve V, codimW = ¢, (¢;,...,¢¢) je LN
soubor linedrnich funkcionél z V# a (-tice (o, ..., o) € T tak, Ze plati

W = {z € V|(Vi € {)(pi(z) = a;)}.

Rovnice

®1(2) = o

we(x) = e

nazyvame vektorové rovnice variety W. Je-li dim V' konecna kladna a rozepiseme-li
vektorové rovnice ve zvolené bazi V a k ni dualni bazi V# | dostaneme neparametrické
rovnice variety W.

Poznamka 23: Vysvétleme podrobnéji sestaveni neparametrickych rovnic variety.
Zvolme X = (21,...,2,) bazi V a X* = (;z:f'l, ...,z #) dualni bazi V#. Potom existuji
koeficienty a;; takové, zZe

P1 = 0!113—‘?e +---+aln1#

pe = a,,x# +...4+ a(,,:v#.

Vektorové rovnice variety W maji potom tvar

a”x?(a:) +...4+ al,,:v#(:c) = o

aux#(z) + ...+ amz?(z) = ay.

Oznadéime-li

(1“),1’ s (Elv' o »6")3

pak z € W, pravé kdyz soutadnice z v bazi X' vyhovuji soustavé linearnich rovnic

anéi +... +ainbn = oy

01161 + RS + a[ngn — a[.
Tuto soustavu pak nazyvame neparametrickymi rovnicemi variety W.
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Oznac¢me ve shodé s kapitolou 8

11 Nn
A= )
a[] RS CY("
(&3]
b :
vy
&1
X =
€n

a soustavu neparametrickych rovnic variety W zapisme maticové
Ax =D,

Vyjadrime-li feseni soustavy neparametrickych rovnie ve tvaru
X + S,

kde -
&

>
I

6"
Je partikularni feSeni soustavy neparametrickych rovnic s pravou stranou a Sy je mno-
Zina vSech feSeni homogenni soustavy

dostaneme pfi rozepsani po slozkach parametrické rovnice variety W (viz definice 35)
v bazi X'. Podrobnéji, je-li
SO -~ [xl,°- . axn—I],\9

kde ! = h(A), pak plati:

W={zeV|[z], ERX+[yyo.  Mni]y ) -

Priklad: Bud W piimka v R?. Jeji vektorova rovnice ma tvar

e(u) = a,

kde

Y= aqe}"E +0262#.

Oznacime-li
(u )82 - (‘ts y)a
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ma neparametricka rovnice pfimky tvar
a1 T + ay = a.
Reseni neparametrické rovnice miizeme psat ve tvaru

I + O'2t

T =
B —alta

S~3}

kde a1 & + a2 = a a t € R, coz jsou parametrické rovnice primky.

Definice 38: Necht W,, W, jsou linedrni variety ve V. Rikame, ze W, W, jsou
e rovnobéiné & (Z (W) C Z(W,)) V(2 (W) C Z2(W)y)),
¢ mimobéiné < nejsou rovnobéiné a Wy N Wy = 0,
e riiznobézné & nejsou rovnobézné a W, N W, # 0.

Definice 39: Necht W,, W, jsou linearni variety ve V mimobéZné nebo disjunktni
rovnobézné. Rikame, ze W € V je pricka variet Wy, W,, prave kdyz W je primka
takova, Ze WNW, # 0 a WnW; #0.

Lemma 2: Necht ) # A,B CV, a € T. Potom plati

a(A+ B) = aA + aB.

Dikaz:
(1) C: Ziejmé, viz poznamka 5.
(2) O:Bud z € aA+ aB, tj. ¢ = u+v, kde u = aa € aA pro néjaké a € A a podobne
v = ab € aB pro néjaké b € B. Potom z = a(a + b), kde a + b € A + B, a tedy
z € a(A+ B).
Q.E.D.

Véta 52: Necht W, W, jsou linearni variety ve V, a, 8 € T. Potom

aW, + W,
je také linearni varieta ve V a plati

Z(aWy + fWa) = aZ (Wh) + BZ (Wa).

Dikaz: Budte
W] =a-+ 4 (Wl) ,

Wo=b+Z(W,).

Potom s vyuzitim lemmatu 2 plati

aWi + W, = aa + Z(Wh)) + B(b+ 2 (W2)) = aa + aZ (Wh) + b+ BZ (W2)
= (aa + Bb) + (a2 (Wh) + BZ (W2)),

kde aa+ Bb eV a aZ (W) + BZ(W,) CC V, tedy aW; + BW; je linearni varieta ve
V se zaméfenim o Z (W) + g2 (W,).



Q.E.D.

Véta 53: Necht {W;|i € J} je neprazdny (J # 0) systém linedrnich variet ve V.
Potom (| W; je bud prazdny, nebo linedrni varieta ve V. Je-li (| W; # 0, potom plati

" 1eJ 1€T
Z (ﬂ W,~> =) 2(W)).
€T 1€J
Dukaz: Oznac¢me
W=[)W.
€T

(1) Ovéime, ze pokud W # 0, je W linedrni varieta ve V:
Budte x,y € W, A e T, tj. (Vi € T)(x,y € W;), protoze W; jsou linearni variety,
take plati
(Vie T) Az +(1=A)y e W,),

tj. Az + (1 - ANy e W.
(2) Bud W # . Vezméme a € W. Lze tedy psat
(Vie T)Z(W;) =W, —a).

Protoze W =a+ Z (W), je

z(ﬂ W.-) = [ Wi-a

1€7 €7

Dokazeme-li

(N Wi—a=[)(W:-a),

1€ 1€J

je tvrzeni véty dokazano, nebot celkem

(nw) ¢ W; —a) = N Z2wi).

€T €T t€T

Ziejmé vsak:
T € ﬂ Wi—a& r+ac€ ﬂ W;
i€J i€J
& MeT)(e+aeW;)
& Vie T)z e W, —a)
sze[)Wi-
-
Q.E.D.
Véta 54: Necht A € L(P,Q). W je linearni varieta v P. Potom jeji obraz A(W) je

varieta v Q a plati
Z(A(W)) = A(Z (W)).
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Diikaz: Bud W = a + Z (W), kde a € W. Potom vzhledem k linearité A plati
AW)=A(a+ Z(W)) = Aa + A(Z (W)),

protoze Aa € Q a A(Z(W)) cC Q, je A(W) linearni varieta v @ se zaméfenim
A(Z (W)).

Q.E.D.
Véta 55: Necht A € L(P,Q), W je linedrni varieta v Q. Potom vzor A~'(W) je bud

prazdna mnozina, nebo linedrni varieta v P. Je-li A= (W) # 0, pak pro zaméreni plati
Z(ATV(W)) = A7(Z(W)).

Dukaz:
(1) Pro A~'(W) jsou 2 moZnosti:
(a) AP)NW=0=A""(W)=0.
(b) A(P)NW # 0 = A™(W) # (. Ovéiime, ze A~ (W) je linearni varieta: Budte
z,y € A7 (W) a X e€T. Potom Az, Ay € W a plati tedy

Az + (1= Ny) =Mz + (1 - A)Ay € W,

odkud
Az + (1= Ay € A~Y(W).

(2) Necht A=Y (W) # 0. Buda € A”' (W), tj. Aa e W a W = Aa + Z (W). Protoze
A"V (W) =a+ Z (A (W)), staél dokazat

A Y(W)=a= A" (W - Aa),

nebot potom
Z(ATY(W)) = A™Y(W — Aa) = A7 (Z(W)).

Je oviem
t€A'W)-—az+ac A™Y(W)
& Az +a)eW
& Az e W - Aa
& r e A™H(W - Aa).
Q.E.D.

Definice 40: Nechf (z;,...,z) je soubor vektorii z V. MnoZinu vsech afinnich kom-
binaci tohoto souboru nazyvame afinni obal souboru (z,,...,zx) a znacime

[xl,...,:ck]a.

Véta 56: Necht (x,...,z) je soubor vektorii z V. Potom plati:
(1) (Vi € k)(zi € [x1,...,2k],)-

(2) [z1,...,zk], je linedrni varieta ve V.

3) [z1,...,2k], = N W

W je lin. varieta ve V, {z,,..., TR ICW
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Dikaz:
(1) Trivialni:

k
Ti = E 0ijj,
j=1

tato kombinace je zjevné afinni.
(2) Zvolme libovolné z,y € [z1,...,2k], a A € T. Existuji tedy (aj,...,ax) € T* a
(B1,-..,Bk) € T* tak, Ze

a

Pro bod ze spojnice z, y pak plati

k
Az + (1= ANy = Z(/\(\/,' +{(1 = X)Bi)zi;

=1

zbyva ovéfit, Ze jde o afinni kombinaci souboru (zy,...,z4). Je ale
k k k
D Qai+(1=2B) =AY ai+(1-2)) Bi=r+1-A=1
i=1 =1 f==1

(3) DokaZeme 2 inkluze:
(a) N WO (.. R
W je lin. varieta ve V, {z,...,.zx }JCW
Podle (1) a (2) [z;,...,2k], je takova linearni varieta ve V, Ze obsahuje vek-
tory zy,...,x,. Prinik vSech takovych linearnich variet je tedy podmnoZinou
by,

(B, g € N W:
W je lin. varieta ve V, {z,,..., Ty }CW

Bud « € [z4,...,2k],, existuje tedy (ai,...,ar) € T* tak, Ze

k
r = ZO(,’;I?,'
i=1
a
k
Zai =1
1=1

Pro kazdou W linearni varietu ve V', pro kterou {z,...,zx} C W, podle véty
46 plati x € W, odkud ale

T € ﬂ W.

W je lin. varieta ve V, {z,,..., zp}CW
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Q.E.D.
Véta 57: Necht (zi,...,z) je soubor vektorii z V, jo € k. Potom

Z{[ey,... o] 9= [(w:‘ ~ Zjo)jek Tk

&
dim [zy,..., 2], < k-1

Dukaz: Lze psat
Z([z1, s aula) = [o1,- - 2aly — i

(1) DokéZeme [z1,...,Z], — %;, C [(:z:, — l'jo)je"‘]l:
Bud z € [zy,...,z], — Zj,, tj. existuje (a;,...,ax) € T* tak, Ze

k
- = E :aj""J — ¥
1=1

a
k
E a; = 1.
j=1
Potom
k k k
=) ajzi— (D a; )z =) aj(z; - =),
=1 Jj=1 i=1

neboli z € [(xj — Zj, )jeic] o
(2) Dokazeme [(.IIJ - ij)jGiC]'\ C (21 s oalummgg:

Bud z € [(x, — Zj, )jeic] % t]. existuji koeficienty a; takové, Ze

k
z=) a;(z; —j).
j=1

Protoze sc¢itanec pro j = jo je nulovy, lze psat

k k k
o v Z aj(z; —xj,) = E Aty ~ ( Z O‘J')xjo s
i=1,3%#jo i=1,3%jo i=1,j#jo
k k
[ > iz (1 -3 aj)wjo] = Zjo

J1=1,3%#7Jo J=1,7#Jo

neboli z € [z1,...,z], — zj,, nebot vektor v hranaté zavorce lezi v [z1,...,z],.

Q.E.D.
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Definice 41: Necht (z;,...,zx) je soubor vektortt z V. Cislo dim [z1,...,zk], nazy-
vame afinni hodnost souboru (z;,...,2zx) a znacime h, (21,...,2%).

Definice 42: Necht (z;,...,z)) je soubor vektorii z V. Rikame, Ze tento soubor je
afinné nezavisly (AN), je-Ii

Balo vnri)=k=-1,
a afinné zavisly (AZ), je-li

hal®r,..-;28) <k<=1.

Poznamka 24:
(1) Jednoclenny soubor (z;) je AN.
(2) Bud k > 2, jo € k. Pak

(102 v25) 0 AN & [2; = Tjs)iei\{js) je LN.

Véta 58: Necht (z,,...,) je soubor vektort z V, k > 2. Potom (z,,...,z) je AN
pravé tehdy, kdy?

k k
(V(a,,...,ak)eT") Z(Yj&l)j=0/\20j=0 oGty S a0
)=1 =1

Dikaz: Nejdfive uvazme (viz poznamka 24), Ze pro kazdé pevné j, € k

(z1,...,2k) je AN & S = (25 — Tjo)eh\(jo) J& LN

Zvolme tedy jo € k.
(1) Dokazeme, ze
S je LN =

k '3
(Mar,...,c) ETHE 1Y @iz =OA)Y a;=0] a1 =...aa =0
i=1 j=1
Vezméme tedy libovolné (ay,...,ax) € T* tak, ze

a;jz; =6,

.
i Ma—
n

2
I
o

<
I
-
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Potom

k
0= E a;z; = E a;T; — E ;] &5,
J=1 =1 J=1
k k
E :aJ(‘l —Zj,) = E : aj(z; — zj,),
= J 1:j¢j0

coz je ovSem linearni kombinace LN souboru S davajici nulovy vektor, tj. musi byt
(V7 € k\ {s0})(a; =0).

Z rovnosti

pak také aj, = 0, tedy celkem
(Vi € k)(a; = 0).
(2) Dokazeme, ze

k k
(V(a1,...,ax) €T [ D ajz; =0AY aj=0]2a=...ax=0| =
S je LN :
Vezmeéme linearni kombinaci souboru S davajici nulovy vektor:
k k k
S Bimi-m)e ¥ Bay-f 3 Al
j=l:j¢j0 j=11j¢j0 j=11j¢j0
a polozme :
(V5 € k\ {jo})(a; = B;),
> B
J=lyJ¢J0
Potom plati
k
z a;jz; =6
i=1
k
L% =0
=1
podle predpokladu tedy musi platit
N o 25 =0
a proto y
(V7 € k\ {Jo})(B; =0).
Q.E.D.
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10. Konvexni mnoziny

Definice 43: Necht'V je vektorovy prostor nad T, (a,b) soubor vektori z V. MnoZinu

{aa + pbla, € T,a+ p=1,a > 0,3 > 0}
={da+(1-ADreT,0< 1< 1}

nazyvame useckou spojujici vektory a, b.

Definice 44: Necht V je vektorovy prostor, K C V. Rikame, 7e K je konvexni
mnozina, pravé kdyz plati

(1) K #9,
(2) K obsahuje s libovolnym 2-clennym souborem svych vektorii isecku spojujict tyto
2 vektory.

Definice 45: Necht' V je vektorovy prostor nad T, (z;,...,z,) soubor vektori z V,
(a1,...,ax) € T*. Linedrni kombinaci

k
E &:; X,
fre]

nazyvame konvexni kombinaci, pravé kdyz

k
Za; = 1A (Vi € k)i > 0).

t=1

Véta 59: Kazda konvexni mnozZina obsahuje s libovolnym souborem svych vektori
také libovolnou jeho konvexni kombinaci.

Dikaz: Zcela analogicky jako ve vété 46 pro linearni variety.

Q.E.D.
Véta 60: Necht {K;|i € J} je neprazdny (J # 0) systém konvexnich mnozin ve V.

Potom
ﬂ I\','

je bud prazdny, nebo konvexni mnozina ve V.

Dukaz: Zcela analogicky jako ve vété 53 pro linearni variety.

Q.E.D.

Definice 46: Necht (zy,...,xx) je soubor vektori z V. Mnozinu vsech konvexnich
kombinaci tohoto souboru nazyvame konvexni obal souboru (z,,...,z)) a znacime

[0y, 008l s

Véta 61: Necht (zy,...,z) je soubor vektori z V. Pak plati:
(1) (Vi € k)(;lt.' € [:L‘1,. 5 ,xk],‘).

(2) [z1,...,2k], je konvexni mnoZina.
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(3) Ixayieyonly = N K.
KCV konvexni, {z),...,2x }CK
Dikaz: Viz véta 56 pro linearni variety.
Q.E.D.

Definice 47: Necht k € Ny, (z0,21,...,2k) je AN soubor vektorii z V. Konvexni
obal souboru (z,...,zx) nazyvame k-simplex s vrcholy zy,...,zx. Specidlné pro
k€ {0,1,2,3}

e [zo], nazyvame bod,

e (2o, 2], nazyvame tisecka,

o [z0,z1,22], nazyvame trojihelnik,

o [zg, 1,22, 23], nazyvame étyrstén.

Poznamka 25: Obdobné lze definovat linearni, afinni a konvexni obal mnoziny M ¢ V
jako mnozinu viech linearnich (afinnich, konvexnich) kombinaei viech souborii vektort
z M. Lze ukazat, Ze pro tyto obaly plati véty analogické vétam pro obaly souboru
vektor.
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11. Inverzni operator a matice, zména béze

Definice 48: Zobrazeni E : V — V definované vztahem (Vz € V)(Ez = z) nazyvéme
identicky operator na V.

Poznamka 26:
(1) Necht E € L(V) a A€ L(V). Pak AE = EA = A.
(2) Necht A € L(V), A je regularni. Pak A™'A = AA~! = E.

Véta 62: Necht A € L(V).

(a) Existuje-li B € L(V) takovy, Ze AB = E, pak A je epimorfni.
(b) Existuje-li C € L(V) takovy, 7e CA = E, pak A je monomorfni.
(c) Jsou-li splnény predpoklady (a) a (b), pak A je regularni a plati

9 8 T

Dikaz:
(a) Chceme dokazat, ze (Vy € V)(3z € V)(y = Ar). Necht tedy y € V. Definujme
z = By. Pak Az = A(By)=(AB)y=Ey =y,
(b) DokaZme, Ze v jadru operatoru A lezi pouze nulovy prvek. Necht z € 471(6). Pak
Az = 6. Odtud
ClA)=CA =Ex =2

C(Az) = C(0):=#,

tedy plati rovnost
z=0

(c) A je epimorfni a monomorfni, tedy A je regularni. Dale plati
A"Y(AB) = (A"'A)B = EB = B,

ATV (AB)=AT'E= A",

tedy
B=A"".

Rovnost

C =i

ovérime stejnym zptisobem.

Q.E.D.

Poznamka 27:
(1) Ma-li V kone¢nou dimenzi a je-li splnén predpoklad a) nebo b), je A regularni a
plati.B. = A~ zesp. C = A7),
(2) Necht A € L(V), A je regularni. Potom (A™!)"! = A.
Dukaz: AA~' = A"'A=E, tedy A je inverzni k A~!.
Q.E.D.
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Véta 63: Necht A,B € L(V), A a B jsou regularni. Potom AB je také regularni a
plati (AB)™! = B~'A™!.

Dukaz: ProtozZe plati rovnosti
(AB)(B'A™')=[A(BB~')JA"! =(AE)A™' =E

(B-'A™")(AB) = [B"Y(A™'A)|B = (B"'E)B = E,

plati podle pfedchozi véty, Ze operator AB je regularni a operator B~!A~! je inverzni
k operatoru AB.
Q.E.D.

Definice 49: Matici A € T™" nazyvame ¢tvercovou matici Fadu n. Ctvercovou
matici A n-tého fadu nazyvame regularni pravé kdyZ h(A) = n. Je-li h(A) < n,
nazyvame ji singularni. Matici E € T™", kde E;; = §;;, nazyvame jednotkovou
matici n-teho radu.

Poznamka 28:
(1) Pokud A,E € T™", pak
AE=EX=A.

(2) Necht A € £(V,,), X je baze V,,. Potom

YA=E< A=E.

Diikaz:

(1) plyne z definice nasobeni matic;

(2) = : Protoze (Vj € n)(Az; = z;), plati rovnost A = E.
<& : Zfejmé.

Q.E.D.

Véta 64: Necht A € T™" je regularni. Potom existuje pravé 1 regularni matice
B € T™" takova, Ze AB = BA = E.

Ditikaz: Definujme zobrazeni A € £ (T") takové, ze €A = A. Potom plati :
h(A) =h(*4) = h(A) = n,
tedy A je epimorfni a proto i regularni. Existuje tedy A~' € L(T") a je regularni.
Definujme matici B vztahem
B=%47),
tedy B € T"™", B je regularni. Dale plati
AB=%45(A"")=%AA"")=%E =E.

Podobné ukazeme, Ze

BA =E.

Zbyva dokazat jednozna¢nost matice B. Predpokladejme, Ze existuje C € T™" takova,
ze CA = AC = E. Pak plati

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.
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Tedy B = C.
Q.E.D.

Definice 50: Matici B z predchozi véty nazyvame matici inverzni k matici A a
znacime A,
Véta 65: Necht A € T™". Existuje-li B € T™" takovi, ¢ AB = E nebo BA = E,

Jje A regularni a plati
B=A"",

Dukaz: Necht AB = E. Definujme zobrazeni A, B € [ (T") takova, 7e €A = A a
B = B. Pak plati
AB=E=°4A°B =%(AB).

Tedy AB = E. Odtud podle poznamky 26,(1) je A regularni, tedy i A je regularni a
existuje A~!. Rovnost
AB =E

vynasobime matici A~! zleva a dostaneme
B=A"!

Q.E.D.

Poznamka 29:
(1) Necht A € T™" je reguldrni. Potom (A~')"! = A
(2) : Necht A, B € T™", A a B jsou regularni. Pak AB je také reguldrni a plati

(AB)"' =B~ 1A',

Diikaz: Stejny jako pro operatory.
Véta 66: Necht A € L(V,), A je reguldrni. Necht X je béaze V,. Potom

X(A—l) e (A’A)—l.
Diikaz: Protoze AA™! = E, plati Y(AA™') = ¥E a tedy
,\'AA'(A—I) =

Podle véty 65 plati, Ze matice ¥(A~!) je inverzni k matici ¥ A.
Q.E.D.
Véta 67 (Gaussova metoda k nalezeni inverzni matice): KaZdou regularni
matici A € T™" Ize ekvivalentnimi fadkovymi tipravami prevést na jednotkovou matici.
Prevedeme-li (A|E) € T™?*" ekvivalentnimi radkovymi tipravami na matici (E|B), pak
plati
B=A"

Dikaz: Snadno se dé ukazat, Ze libovolnou ekvivalentni fadkovou upravu matice A
miiZzeme ziskat jejim vynasobenim jistou matici zleva. Plati tedy

(MxMg_1...M;)A = E (1)
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a soucasné

(MgMg-;...M,)E = B. (2)
Z rovnice (1) vyplyva, Ze

(MxMg—1...M,) = i

a z rovnice (2) pak vyplyva, Ze
B=A".
Q.E.D.
Definice 51: Necht X', X' jsou baze V. Matici yPz € T™", kde (xP3)i; = z¥(%;),
nazyvame matici pFfechodu od baze X k bézi X.

Véta 68: Necht X , X jsou bdze V,. Potom plati:
1) xPz =* E¥,
2) #Px=(xPg)™".

Dikaz: Dikaz vztahu 1) plyne z nasledujicich rovnosti:

(xPg)i; = 2¥(3;) = < (B2;) = *EE.

Vyuzitim vztahu 1) dostavame diikaz vztahu 2):
#PyxPy=YEYYEY = ¥(EE)=*E =E.
Q.E.D.
Poznamka 30: Ze vztahu 1) predchozi véty vyplyva, Ze matice xP 3 je regularni.

Véta 69: Necht A € L(P,Q), X, X jsou béaze prostorn P, Y, Y jsou béaze prostoru Q.
Potom plati

v 4 -1 _X

TA myPTi g B

Dukaz: Necht Ep resp. Eg jsou identické operatory na prostorech P resp. Q. Pak
A = EqQAFEp. Odtud s vyuzitim predchozi véty plyne

i’A}-’ ik X(EQ(AEP))y i yEQ).’i’(AEP)y - ijXAyi’EX - yP—lj)XAy,\’P,{/o

Q.E.D.

Dusledek 5: A

(1) Necht A € L (P), necht X', X jsou baze prostoru P. Potom

'i'A = ,yP_lli, A xpi,.
(2) Necht X, X jsou baze V,,, x € V,,. Potom
xPgfel g =[r]5.

Dukaz: 2 ~

(1) Tvrzeni plyne z predchozi véty, poloZzime-livni Y = X,y = X.

(2) Je .

xPy[2]3 = ¥EY [2] 3 = [Ex]y = [2] 5.

Q.E.D.
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12. Permutace.

Definice 52: Necht n € N. KaZdé prosté zobrazeni mnoZiny n na sebe nazyvame
permutaci mnoziny 7. MnoZinu vsech permutaci mnozZiny n budeme znadéit S,,. Per-
mutace budeme znacit pismeny recké abecedy. Je-li tedy m= € S,, jsou w(1)...7w(n)
hodnoty permutace 7. Identickou permutaci budeme znacit .

Poznamka 31: Ke kaZdé permutaci m existuje inversni permutace 7!,

Definice 53: Nechtn € N,i,j € n,i # j. Permutaci 7;; € Sy, kde
7ij(k) =i prok = j
Tij(k) =j prok =i
Tislk) =k prok # 1,

nazyviame transpozici éisel 1, .

Definice 54: Necht n € S,,. KaZdou dvojici (w(2),n(7)) takovou, ze 1 < j a n(z) >
7(7),%,] € f, nazyvédme inversi v permutaci w. Cislo (—1)!= | kde I, je pocdet viech inversi
v, nazyvame znaménko (signum ) permutace 7, znaéime sgn w, Je-lisgnm = +1 resp.
—1, fikdme, Ze 7 je permutace suda resp. licha.

Véta 70: Necht © € S,, m neni identicka permutace. Potom existuji transposice
Tl, “eey Tr e S" taané, ép

T=7TT72...Tr.

Pritom sgnm = (—1)".

Dukaz: Pro j,r € n oznacme [j,r] tuto permutaci z S,,:

[5:7](8) =3 prodisk j, s # v

[j»"'](r) =)

G, 1G) =1
tedy [7,7] je transpozice, pravé kdyz j # r, jinak [j,r] = €. DokdZeme netiplnou mate-
matickou indukei podle £k toto tvrzeni:
pro kazdé k € n existuji permutace 7q,... 7% € S, typu [j,r] takové, Ze
(TkTk=1...71m)(2) = ¢ pro kazdé : € k.
Pro k = 1 definujme 7 = [1,7(1)}; potom (7;7)(1) = 1. Indukéni krok z 1 < k < n na
k+1 < n: podle indukéniho predpokladu existuji 7, ..., 7% tak, ze (7x 7= ... T17)(2) =1
pro kazdé : € k. Definujme 744y = [k + 1,(7k7k=1 ... 17)(k + 1)]. Je tedy pro : € k

(Te4aTh oo TIRNE) = T ((Tk...rlﬂ')('i)) = Ti+1(¢) = ¢, protozZe (7 ...iw)(k 4+ 1) 2>

k+1.Proi=k+1je(mxg17k... i) (k+1) = rk+|((rk...rl7r)(k+1)) = k + 1. Tedy

bl corgt s sy L . B kberd jeou

prok=njer,... 17w = ¢ odkud » = 7 2
rovna €, vypustime (vSechna to nejsou, protoze © # €) a dostavame pozadovany rozklad
7 na traspozice.

Nyni dokazeme, ze sgnm = (—1)", kde r je pocet transpozic z rozkladu. Nejprve
dokazeme toto tvrzeni: je-li o € S, 7 € S, transpozice, pak I,, = I, + r,, kde r, je
liché ¢islo. Ale to je ziejmé, protoze: je-li 7 = [o(k),o(k+1)] - tzv. sousedni transpozice,

li%i se I, Iy 0 1, je-i 7 = [o(k),0(j)], 1 < j —k < n, je

[o(k),0())] = [o(k),a(j = 1)]...[o(k),o(k + 1)][e(j),o(k)]...[0(j),0(; — 1)),

71



tedy 7 je sloZena z celkem j —1—k+j)—1—k+1=2(y — k) + 1 sousednich transpozic
a tedy sgn(ro) = —sgno. Odtud jiz plyne tvrzeni véty.
Q.E.D.

Dusledek 6: Necht m, 7, € S,. Potom sgn(mm,) = sgnm sgn my.

Dukaz: Necht 7, m; jsou sloZenim nasledujicich transposic: 7 = 7 ... 7%,
%3 =74 ... 7. Potom

sgn(mmy) =sgn(m ... 77 ... 1) = (-1 = (=1)%(-1)! = sgnm, sgn .

Q.E.D.



13. Determinant

Definice 55: Necht V je vektorovy prostor nad T, k € N a necht w je zobrazeni
V* s T. Rikame, 7e w je k-linearni forma na V pravé kdyz
(Vi € k)(Va € T)(Vz € V)(Vy € V)(Y(a1,02,...,8i-1,0it1,...,ak) € VET')
(w((l],a2,...,ai_1,a$ + yvai-i'l»---sak) oy

BT O ORI TR T TG R P R VLT VR VRS RO TN P SR [ |

Definice 56: Necht w je k-linearni forma na V. Rikime, 7e w je antisymetricka
pravé kdyz (Vi,j € k,i < j)(¥(a1,...,ai,...,a;,...,ax) € V¥) plati

W(@ e ey Bim1y Gy Giglyeney Bjmly GiyBjglyoes yGk) =

= =B g ey Bimdy By Bisgdg o oo s Bjml s Bjy Bl y o5 5 Ok )

MnoZinu viech antisymetrickych k-linearnich forem na V' budeme znadit Ax(V').
V mnoziné Ay (V') definujeme operaci séitani a nasobeni cislem.
Necht wy, wy € Ap(V), (a1,...,ax) € VK. Pak soucet wy + wy definujeme vztahem

(wy + wo)(ay,...,ax) = wi(ay,...,ax) + wel(ay,...,ax).

Necht w € Ax(V), a € T. Pak soucin aw definujeme vztahem

(ew)(ar, ... 08) = (@, ..., a)

Poznamka 32: I1-linearni forma (k = 1) je linearni funkcional. Linearni funkcional je
antisymetricka forma, tedy Ay(V) = V#,

Véta 71: Mnozina Ai(V') s operacemi zavedenymi v predchozi definici je vektorovy
prostor nad télesem T.

Dukaz: Vétu snadno dokazeme ovérenim definice vektorového prostoru.

Q.E.D.

Véta 72: Necht w je k-linearni forma na V,k > 1. Potom w je antisymetricka pravé
kdyz pro kazdy linearné zavisly soubor vektori (zy,...,2x) z V plati

WLy o Xk =0

Dikaz:
= Diikaz této implikace provedeme ve 3 krocich:
a) Necht soubor vektori xy, ..., obsahuje aspon 2 vektory, které jsou si rovny,
jejich hodnota necht je a. Pak

W(L1y...,Ti=1,8y...,Tj=1,8y..., ) =a=—a=0.
b) Necht soubor (zy,...,xx) je linearné zavisly a z; = 6. Pak w(60,...) = 0.
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c) Necht (zy,...,zx) je linearné zavisly soubor a x; # 6. Pak podle véty 4 plati,

ze 1l € k takové, Ze
-
T = Zaj;z:j.
=1

Potom

-1
ol @y, .., E QTjy...,Tk) =
=1

(-1
= Zajw(;zr,, v sl e = xa R
=1

ProtoZe kaZdy soubor (z1,...,2(-1,%;,...,2x) obsahuje aspon 2 stejné vek-
tory, plati (Vj € I = 1)(w(z1,...,21=1,Zjy...,2k) = 0) a tedy

wizi,...,25) = 0.
< Necht 7,3 € k,i < j. Necht (zy1,...,zx) je soubor vektori z V. Pak plati:

D=w(er,...;0i-1, 88+ 25, s, Bjm148i + By o, BR) =
Ry Cooeiee TR TRANRS oI ORBEEe 1y o
+w(:c,,...,;r,'_,,.w:,-,...,xj_l,rj,...,xk)-i-

+ W@y o smianpy il Dyun yligpvic. 28K F

DR 05 0y Bt 5By con s Bt Egiys 35 1 D)
Protoze prvni a posledni ¢len je podle predpokladu véty roven nule, plati

W By o0 y Bty Bipo s » $El iBTS o & BRI+

Pl s, . ooy Dika®is o i Bimtiy Bin oo nll) =0

odkud ihned plyne hledana rovnost.

Q.E.D.
Véta 73: Necht w € Ax(V), © € Sk, (z1,...,xk) je soubor vektorii z V. Potom

W(Tr(1), Tx(2))- -+ » Tn(k)) = SEOT - W(Z1,T2,...,Tk).

Dikaz: Pro 7 = € je tvrzeni zfejmé. Je-li 7 transpozice, vyplyva tvrzeni z toho, Ze w
je antisymetricka. Jinak 7 je sloZenim transposic: 7 = 7 ... 7. Odtud vyplyva, zZe
!
W(Zr(1)) Tw(2)r-- > Tu(k)) = (1) w(z1,22,...,2k).

Q.E.D.

Véta 74: Necht (by,bz,...,b,) je baze V,. Potom existuje pravé jedna n-linearni
antisymetricka forma w € A,(V,) takova, ze w(b,,...,b,) = 1.

Dukaz:
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(1) Jednoznaénost
Necht w € Ap(Vy),w(by,...,b,) = 1. Zvolme soubor (z;,...,z,) € V;* libovolné,
ale pevné. Pak

w(er, . 2n) = WY B (Eidb. .00 ) B Gan )b ) =

i|=] ln=1

=ZZ Zb (z1).. (J«'n)'w(biu""bin)=

t1=1 tp=1 R

™ Z brr(l) r1).. 7r(n)(~L'n)'w(bvr(l)""’b"’(")) ~

TES,

= Z b”“)(rl) ”(")(1‘,,) s (b, ... 0) =
TES,

= E sguw~bf(l)(;vl)...bf("}(:t,,).
nES,

Tim jsme ziskali jednoznacny vzoree pro formu w za predpokladu, Ze forma w
existuje. Existenci dokazeme v nasledujicim kroku.

(2) Existence
Definujme zobrazeni w vztahem

W Bt B = Z Sgn 7 . b y(z1) .. bf(n)(:v,.).

neS,

Je zfejmé, Ze w je n-linearni forma na V. Dokazeme, Ze je antisymetricka. Necht
t,] € n, 1 < j. Oznaéme 7 transposici ¢isel 7, j. Potom

UN Py oo s Bt s BG5 Bald s o o5 Bioty Bio By obivin 5 B ) =
= D senm-bF g (21).. b (2)) . 0E(20). . 6 (2n) =
TES,
o Z sgn(77) - b(,,,)(,)(zl) (wr)(z)(‘”') (wr)(:)("”f) (")(n)(x,.) »
TES,
= - Z sgna-bf(l)(xl)...bf(i)(xi)...bf(j)(:cj)...bf(n)(a:n) o
ocES,

== W1y 00v 5 Bn)s

Predposledni rovnost vyplyva z toho, Ze zobrazeni, které kazdé permutaci 7 priradi
permutci 77, je prosté zobrazeni S, na S,. Rovnost w(by,...,b,) =1 je zfejma.

Q.E.D.
Véta 75: Pro dimenzi prostoru A,(V,,) plati

dimA,(V,) = 1.

Dikaz: Vétu dokazeme tak, Ze sestrojime jednoprvkovou bazi. Necht (by,...,b,) je
baze V,. Necht w € A,(V,) takova, Ze w(by,...,b,) = 1. Zjistéme, zda w generuje
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prostor A,(V,). Necht @ € A,(V,). Necht (z4,...,2,) € V;*. Pak

W1, 2n) = 0( Y B (@)biy,e.., Y 0 (2a)bi,) =

i1=1 i'l=]
= Z bt(l)(x])...bf(u)(xn) ' ﬁ)(bn(l),~ --abw(n)) e
nES,
:‘lf)(b],...,bn)'w(l‘],'"aw") oy
=('J)(b], Sievs ,bn) . w)(zl, cae sxn)’

tedy
0 = Wthy,...,0s) 0.

Q.E.D.
Véta 78: Necht w € Ap(Vy),w # 6,(z:1,...,2,) je bdze V,,. Potom

W B en i) 0.

Dukaz: Necht w € A,(V,) takova, ze w(zy,...,2,) = 1, (w) je baze A,(V,). Pak
existuje a € T, a # 0, takové, Ze w = aw. Potom plati

1 - 'J)(J?],...,In) = (QW)(I],...,(L‘") == a'w(J’J],...,.I"),

tedy
W(Zg,..0080) # 0.

Q.E.D.

Lemma 3: Necht A € L£(V;). Potom existuje pravé 1 éislo a € T takové, ze Vz € V;
plati Az = az.

Dukaz:
1) Existence
Necht (zg) je baze V. Definujme a vztahem Azy = axzg. Necht z € Vi, 2 = Puxy.

Pak
Az = A(Bzo) = BAxo = f(axg) =

= affizg) = az,

tedy (Vz € V})(Az = axz).
2) Jednoznacnost
Necht a; # a2 a necht Vo € V] plati Az = ayz = azz. Pak Vz € V; plati
(a1 — az)z = 6. PoloZime-li = z¢, dostaneme (a; — a3)zo = 0, odtud a; = a3
(nebot (z¢) je baze V;), coz je spor.
Q.E.D.

Véta 77: Necht A € L(V,),V, je vektorovy prostor nad T. Potom existuje pravé jedno
¢islo a € T takové, Ze pro kazdou n-linearni antisymetrickou formu w € A,(V,,) a pro
kazdy soubor (z,,...,x,) vektori z V,, plati:

w(Axy, .\ ARy V= oWy, &R
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Dl'lkaz:~ Necht A je zobrazeni A, (V,) — A,(V,), které vektoru w € A,(V,) piifazuje
vektor Aw vztahem

(flw)(;z?l bk e SAAz 38 Aeg)

Snadno ovéfime, e Aw € Ap(V,). Ukazme, ze A € L(An(Va)).
Necht wy,wg € Ap(Va),B € T. Pak Vz,,...,z, €V, plati

[A(Bwy + w2)|(z1,...,%a) = (Bwy + w2)(Az1,...,Az,) =
= B(Awr )(z1,...,Tn) + (Aws)(Z1,...,Zn) =
= (ﬂfilﬂ] + fiwg)(xl, oo ,.’L‘n).

Podle predchoziho lemmatu 3
(3]0 € T)(Vw € A,,(V,,))(V(:L‘I yoss g ) B V,ZI )((/i“’)(d7l g --’771) = (aw)(-rl g qxn))-

Q.E.D.

Definice 57: Necht A € L£(V,), V. nad T, necht & € T je takové, ze Yw € Ay(V,) a
kazdy n-clenny soubor (z1,...,x,) z V' plati:

Wl AR s ABnd = W T 154000 B

Cislo a nazyvame determinantem operatoru A.
Oznadeni: Determinant operdtoru A znadime det A nebo |A|.

Véta 78: Necht A je linearni operator na V,,, necht (by,...,b,) je baze V,, necht
w € A, (Vy) takova, Ze w(by,...,b,) = 1. Potom

det A = w(Aby,...,Aby) = Y sgnmbl (Aby)... 0¥ (Abn).
TES,

Dukaz: Véta plyne z predchozi definice a diikazu véty 74.

Q.E.D.
Poznamka 33: Necht B je baze V,, PA = («a,j). Pak

det A = Z SEN T g(1)1 ++ - Xgp(n)n-
TES,

Véta 79: Necht A,B,FE € L(V,). Pak plati:

1) detE = 1.

2) det(AB) = det A - det B.

3) A je regularni & det A # 0.
Dukaz: Necht (by,...,b,) je baze V,,. Zvolme n-linearni antisymetrickou formu w tak,
aby w(by,...,bn) = 1.

1) det E = w(Eby,...,Eb,) = w(b....,bp) = 1.

2)

det(AB) = w((AB)b,...,(AB)b,) = w(A(Bb),...,A(Bby,)) =
= det A - w(Bb,,...,Bb,) = det A - det B.
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3) Necht A je regularni. Pak soubor (Ab,,..., Ab,) je linearné nezavisly a tvori bazi
prostoru V,,. Podle véty 76 plati w(Aby,...,Ab,) # 0.
Necht det A # 0. Pak w(Ab,,..., Ab,) # 0, tedy (Ab,,..., Ad,) je linearné neza-
visly a tedy tvori bazi V,. Tedy A je epimorfni na prostoru koneéné dimenze, a
proto je regularni.

Q.E.D.
Dusledek 7: Necht A € L(V,), A je regulérni. Pak
1
e
det A~ = e
Dikaz: AA™! = F, tedy det A-det A™! = 1.
Q.E.D.

Definice 58: Necht A € T™" a necht A = («;;). Cislo

Z SENTAg(1)1 +++ A(n)n

TES,
nazyvame determinantem matice A a znadime jej det A resp. | A |.
Poznamka 34: Determinant linearniho operatoru je roven determinantu matice ope-
ratoru v jakekoliv bazi.
Véta 80: Determinant jako funkce sloupeii je n-linearni antisymetricka forma na pro-
storu T™!.

Diikaz: Provedte jako cvideni.

Q.E.D.

Véta 81: Necht A,B,E € T™". Potom

1) detE = 1.

2) det(AB) = det A - det B.

3) A je regularni & det A # 0.

4) det AT = det A (AT je matice transponovana).
Dukaz:

1) Tvrzeni vyplyva z definice.
2) Definujme operatory A, B € L(T") tak, aby platilo A = A, ¢ B = B. Potom plati

det(AB) = det*A - det*B =
= det“(AB) = det AB = det A - det B =
=det®Adet*B = det A - det B.

3) A je regularni & A je regularni < det A # 0 & det A # 0.
4) Z definice determinantu dostavame:

v R : ! : &
det 4A° = Z SENT * Mpy)) - Xp(n)n =
TES,

== Z sgnm. - 01,1-(1) ---ayur(n) -3
TES,

— z SENT * Qg=1(1)1 ++ - Ag=1(n)n =
wESn

= z sgnm *Qx-1(1)1 -+ Ox-1(n)n = det A.
wES,
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Posledni rovnost vyplyva ze skutecnosti, Zze zobrazeni, které permutaci # € S,
piifadi permutaci 7!, je prosté zobrazeni mnoziny S, na S,,.

Q.E.D.
Dusledek 8: Necht A € T™" je regularni. Potom
1
let AT} = )
&« det A

Definice 59: Necht A € T"", n > 2, A = («ij), k,l € n. Necht A(k,l) je matice z
prostoru T"~1"~1  kterd vznikne z A vynechanim k-tého fadku a I-tého sloupce. Cislo
(=1)k+!'. det A(k,l) nazyvame algebraicky doplnék prvku ay,.

Lemma 4: Necht A = (a;;), A€T"", n>2,k,len aVien— {k} plati aj =0.
Potom
det A = (=1)**' . gy - det A(k,1).

Dikaz:
1) Necht k¥ = = n. Potom

det A = Z SENT (1)) - - - Xp(n)n-
wES,,

Na pravé strané posledni rovnosti jsou nulové viechny scéitance, pro které je w(n) #
n. Tedy

det A = Z SEN T (1)) - - - Am(n)n =
neS, ,m(n)=n

= Qn.n E SENTXr(1)] ++ - Xgp(n—=1)n—-1 —
wESn-1

= Qg n det A(n,n).

2) Necht neplati podminka 1). Tento pfipad prevedeme na pripad 1). Necht matice
A vznikne z matice A tak, e I-ty sloupec pfesuneme na n-tou posici postupnym
vyménovanim s nasledujicim sloupcem, potom stejnym zptisobem premistime k-ty
fadek na n-tou posici. Provedeme tedy celkem (n — ) + (n — k) vymén. Proto

det A = (=1)>""""F det A.
Zaroven podle 1) plati
det A = ay - det A(n,n) = agdet A(k, D).

Plati tedy
det A = (=1)"*ay - det A(k,1).

Q.E.D.

Véta 82 (véta o rozvoji determinantu podle k-tého sloupce): Necht A € T™",
n > 2, necht A = («;;), k € n. Potom plati:

det A =) (=1)"*Fair det A7, k).

=1
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Diikaz: Definujme matici ‘A*, ktera vznikne z matice A tpravou k-tého sloupce tak,
ze v k-tém sloupci je na i-tém misté ax, jinak nuly. Ostatni sloupce jsou nezménény. K-
ty sloupec matice A je tedy souctem viech k-tych sloupcti matic *A*, i € 7. Z linearity
determinantu vzhledem k sloupctim matice a z pfedchoziho lemmatu 4 plyne

det A =) det‘A* = Za,k 1)5+ det *AK( Za,k( 1)t det A(i, k).
=] =]
Q.E.D.

Véta 83 (Cramerovo pravidlo): Necht A € T™" je reguldrni, necht b € T™!,
Potom soustava linearnich rovnic Ar = b ma pravé 1 reSeni

&1
T =
En
Pritom plati:
A,
£i = )
det A

kde A; je determinant matice, ktera vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce
sloupcem .

Dukaz: Pro vektor # musi platit

61'A.l+€2'A.2+...+£,,-A.n=b.

Zvolme @ € n libovolné, ale pevné. Pak
& A, +£2'A.2+...+1'(£i‘A.i‘-b)+...+€n'A." =§,

Tedy matice B; = (A.,,...,§A.; —b,...,A.,) neni regularni, nebot jsme nasli netri-
vialni kombinaci jejich sloupeii, dévajici nulovy vektor. Plati tedy

0 = det B; =§;det A — A,

odkud plyne tvrzeni véty.
Q.E.D.

Definice 60: Nechf A je matice z T™", n > 2. Matici A*% € T™", kde A“d’ =
(=1)"*7 . det A(j,1), nazyvdame matici adjungovanou k matici A.

Véta 84: Necht A € T™", n > 2. Potom plati:

A-AY = detA -E.

Dukaz: Necht 7,5 € n. Potom

(AA%Y),; = Z AuALl =) A (1) det A(j k) =

{detA, fa
k=1 k=]

0, i#y
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Posledni rovnost pro ¢ # j vyplyva z toho, Ze vyraz

DA (-1)** det A(j, k)
=1

je roven determinantu matice, v niz jsou dva radky stejné.

Q.E.D.
Dusledek 9: Necht A € T™", n > 2, je regularni. Potom

gl oA

ERTE - adj
det A

Dikaz: Tvrzeni vyplyva z tvrzeni predchozi véty, délime-li obé strany rovnice ¢islem
det A.
Q.E.D.

Definice 61: Necht A € T"". Rikame, ze B € T"* je submatici matice A, jestlize
plati:

1) rem,sen

2) Wy oip € 1y J1, o Jeabnd g i o Simprhoo s R g SN

takové, e (Vh = 1,...yv, il = 1,....6{ B =Ry )

Submatice tedy vznikne z matice vynechanim nékterych jejich radki a sloupcii.

Submatici znacime:
o8
R Y i b
NAEREERW K

Determinant ¢tvercové submatice r-tého rfadu nazyvame subdeterminantem matice A
r-tého radu.

Véta 85 (o hodnosti matice): Necht A € T"", k € N. Matice A ma hodnost k
pravé tehdy, kdyz existuje nenulovy subdeterminant této matice k-tého radu a vsechny
subdeterminanty radu vyssiho nez k jsou nulové.

Dukaz: =
Je-li h(A) = k, existuji indexy i1,...,ix € M, (1 <4 < iz < ... < i < m) takové, Ze
fadky matice A s témito indexy jsou linearné nezavislé, tedy

AR T
b (A( . TR )) =%

V této submatici musi existovat k linearné nezavislych sloupet, jejich indexy oznac¢me
F1yes9 k(1 £ 31 € J2 € ... < 2k < n). Tedy submatice

RO
A .l ) ’ .k
b OB,
ma linearné nezavislé sloupce, je tedy regularni a jeji determinant je rtizny od 0. Je-li

k = min{m,n}, druhé tvrzeni plati. Necht tedy k& < min{m,n}, k¥ < ¢ < min{m,n}
a zvolme libovolné indexy 1 < #; < i3 < ... <, <m 1< )1 <2< ... < jqg S n

Dokazeme, Ze
TR |
(letA( i .q> =0
AR
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Plati . :
l1,..441g
h(A(L“qn))Sk<%

tedy kazdych ¢ sloupci této matice je linearné zavislych, tedy i sloupce o indexech

J1y--+,Jq- Proto matice
A(@“°”@)
]1,...,]q
je singularni a jeji determinant je nula.
=
Necht : ‘
Uy -5k
det A . : 0
(]""'9]&) #
(a () =
| v

nebot kdyby tato hodnost byla mensi nez k, byly by podle jiz dokazané implikace
viechny jeji subdeterminanty k-tého fadu rovny nule, ale

daA(%“”“>¢u

Plati, ze

J1y---5 0k
Je tedy h(A) > k. Ale h(A) > k byt nemiiZe, nebot by musel existovat subdeterminant

matice A rfadu vétsiho nez k razny od nuly. Tedy h(A) = k.
Q.E.D.
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14. Vlastni ¢isla a vektory. Diagonalizace.

Definice 62: Necht A € L(V), P je podprostor V. Rikime, e P je invariantni
podprostor vzhledem k operatoru A pravé kdyz A(P) C P.

Definice 63: Necht A € L(V), V nad T, A € T. Rikdme, Ze A je vlastnim (cha-
rakteristickym) ¢islem operatoru A privé kdy# existuje x € V, = # 0, takovy,
ze Ar = Az. Vektor z pak nazyvime vlastnim (charakteristickym) vektorem
operatoru A prisluSejicim vlastnimu ¢&slu \. MnoZinu vSech vlastnich &sel nazyvame
spektrem operatoru A. Spektrum operéatoru A znaé¢ime o(A).

Poznamka 35: Pro vlastni ¢islo A operatoru A a vlastni vektor & prisludejici vlastnimu
cislu A plati:
A = s,

Az —Ar =0 & (A—- \E)x = 6.

Mnozina vlastnich vektord operatoru A prislusejicich vlastnimu é&islu A je tedy (po
pridani nulového vektoru) jadrem operatoru A — AE. Odtud ihned plyne néasledujici
véta,

Véta 86: Necht A€ L(V), A € o(A). MnozZina vsech vlastnich vektorii operdtoru A
prislusejicich viastnimu ¢islu A tvori (po pridani nulového vektoru) podprostor prostoru
V' invariantni vzhledem k A.

Véta 87: Necht A € L(V), \y,..., A\ jsou navzajem rizna vlastni ¢isla operatoru A,
zi je vlastni vektor operdtoru A prislusejici vlastnimu éislu A;, (i = 1,...,k). Potom
(z1,...,2x) je linearné nezavisly soubor vektor.

Dukaz: Pro k = 1 je tvrzeni trividlni. UvaZujme k > 2. Dikaz provedeme sporem.
Pidpokladejme, Ze soubor (z,,...,z) je linedrné zavisly.

Potom (3 € k)(I > 2)(3ay,... ,ay—1) takova, Ze plati

-1
T = Z a;T; (1)
=1
a zaroven soubor (zy,...,2/-1) je linearné nezavisly. Pak plati:
=1 (-1 -1
.4;1:1=AZajarj =ZajA:ltj =Zaj/\jzj. (2)
7=1 j=1 =1
Soucasné z (1) plyne
-1
A:L‘[ = /\1:11( = Z /\(ajl‘j. (3)
=1
Z (2) a (3) tedy dostavame:
-1

g = Za,-(/\j - /\[)xj.
j=1
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To je spor, nebot jsme nasli nulovou netrivialni linearni kombinaci vektora
(z1,...,21-1), které byly podle predpokladi linearné nezavislé.

Q.E.D.

Véta 88: Necht A € L(V,,). Determinant operatoru (A— AFE) jakoZto funkce proménné
A je polynom stupné pravé n.

Diikaz: Necht X je baze V,, YA = (ay;), A € T. Pak

det(A — A\E) = det ¥*(A — AE) = det(*A — AE) =

ajp — A a1 a1n
a2 a2 — A ., A2n
p1 p2 cos Qpn — A

Z definice determinantu matice plyne tvrzeni véty - koeficient u A" je (—1)".

Q.E.D.
Definice 64: Necht A € L(V,). Potom det(A — AE) nazyvame charakteristickym

polynomem operatoru A, znacime p 4. Rovnici pa(A) = 0 nazyvame charakteristickou
rovnici operatoru A.

Véta 89: Necht A € L(V,,), V,, nad T. Potom

o(A) =T Np,'(0).

Dukaz:

1) C: Necht Ao € 0(A). Pak (3 = € V,,)(x # 0)(Az = Aoz). Tedy Az — Aoz = 6 =
(A=XE)zx=0=>zx€(A- /\oE)"(G) = A — Ao FE neni monomorfni = A — \gF
neni regularni = det(A — M E) =0 = pa(Xo) =0 = ¢ € p;'(0).

2) D: Necht Mg € TNp;'(0) = det(A—XoE) = 0 = A—)¢E neni regularni = A—\ E
neni monomorfni = (3z € V,,)(z # 0) (A=A E)x = 0) = Az = Aoz = Ao € o(A).

Q.E.D.
Véta 90: Necht A € L(V,,), V, nad C. Potom
1) o(A) #0,
2) o(A) = p3'(0).
Dukaz:
1) Tvrzeni vyplyva ze zakladni véty algebry.
2) o(A) =Cnp3'(0) =p3'(0).
Q.E.D.

Definice 65: Necht A € L(V,), Ao € 0(A). Nasobnost ¢isla Ay jakoZto korene charak-
teristické rovnice operatoru A nazyvame algebraickou nasobnosti ¢isla \g, znacéime

Va(Ao).
Cislo d(A — A\ E) nazyvame geomertrickou nasobnosti éisla \y, znaéime vg(Ao)
(v4(Ao) Je pocet linearné nezavislych vlastnich vektori k Ay ).

Véta 91: Necht A € L(V,,), Ao € 0(A). Potom
vg(Ao) < va(Ao).
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Dukaz: Oznalme v4(Ag) = k (tedy k > 1). Necht (z1,...,zx) je bdze (A— Ao E)™'(6).
Dopliime soubor (z,,...,2zx) na bazi prostoru V,,.
Necht tedy X" = (z4,...,Zk,Tk41,...,2Z,) je baze V,,. Potom plati

(/\0 0 0 a1 k41 A1n
0 Ao aeie 0 A2k+1 A2n
X
A=
Qo 50 drRgicogeiy v k42
\ 0 0 0 Npk+1 a,,,,.)
pa(A) = det(A — AE) =det(YA — AE) =
/\()—/\ 0 0 Ny k41 XNn
0 Au - 0 A2k+41 2n
o 0 0 vee A0 — A Xkktl oo Qn 0
0 0 0 Npk41 ces QOnpn — A

= (Ao = A)* - g(N).

Posledni rovnost je ekvivalentui s tvrzenim, Ze A je aspon k-nasobny kofen polynomu

PA-
Q.E.D.

Definice 66: Matici A € T"", A = («;j), kde a;j = 0,Vi,j € n,1 # j, nazyvame
matici diagondalni. Rikdme, 7e A € L(V,) je diagonalizovatelny, jestlize existuje
bdze X' prostoru V, takova, Ze ¥ A je diagonalni. Bazi X' nazyvame diagondlni bazi
operatoru A.

Véta 92: Necht A € L(V,,). Pak A je diagonizovatelny pravé kdyz plati:
1) p5'(0) CT,
2) va(Xo) = v5(Xa), VAo € o(A).

Dukaz: = :
Necht A" je diagonalni baze operatoru A, tedy

1 0
A’A=

LAY G
1) Pro charakteristicky polynom plati:
pa(A) =det(A - A\E) = H;‘=,(aj - A),

tedy
P2 (0) = {q;lj € A}.

Odtud ihned plyne, zZe p;’(O) C®.
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2) Necht vq(Xo) = k, Ao € 0(A). Pak
(Fir, ... ik)(as, = i, =...=a;, = o).
Pro geometrickou nasobnost plati podle 2. véty o dimenzi
vg(Ao) = d(A — N E) =n —h(A - NE) =n—h(*A - \E).

V matici (YA — AE) jsou na k mistech na diagonale nuly, ostatni prvky jsou
nenulové, hodnost této matice je tedy (n — k) a v4(Ag) = k.

< Diikaz provedeme konstruktivne.
Necht Aq,..., Ak jsou navzajem ruzna vlastni éisla operatoru A. Oznacme jejich nasob-

nost: Iy,...,l. Pak
k

Wi =n.

j=1

Necht (xgi) 33 88 ,:c, (6) ) jsou vlastni vektory p¥islusejici &islu A;,i € k. Tyto vektory jsou
linearné nezavislé. Sestavme ze vsech téchto vektori soubor

L 2D L3 (2)
X =(z,,.. By By e X “Tl.)

Ovérme, Ze tento soubor tvori bazi prostoru V,,. Necht

L
za(l) (1)+Za(2) (2) "+Za,(jk)m,(jk) ad

=1

Vsimnéme si, Ze kazda ze sum v pfedchozi rovnici pfedstavuje vlastni vektor piislusejici
jednomu vlastnimu é&islu (nebot je linearni kombinaci vlastnich vektort pfislusejicich
jednomu vlastnimu ¢islu) nebo nulovy vektor. Pfedpokladejme, Ze aspon jedna ze sum je
nenulova. Pak ale rovnice predstavuje nulovou netrivialni kombinaci vlastnich vektort
prislusejicich riznym vlastnim ¢isltum. To je ovem spor s vétou 87. Tedy vSechny sumy
musi byt rovny nulovému vektoru. Odtud oviem plyne, Ze viechny koeficienty ve viech
sumach jsou nulové, nebot vektory v kazdé sumé jsou linearné nezavislé. Dokézali jsme
tedy, Ze sestaveny soubor vektori A" je linearné nezavisly a protoZe je n-élenny, tvori
bézi prostoru V,,. Z konstrukce souboru je navic zfejmé, ze matice ¥* A je diagonalni.
Tedy A je diagonizovatelny.

Q.E.D.

Véta 93 (Hamiltonova - Caleyho véta): Necht A € L(V,). Potom ps(A) = ©
(Tedy kazdy linearni operator je kofenem svého charakteristického polynomu).

Dukaz: Necht X je baze V,,, pa(\) = Z,-o a;N. Pak
*a(4)) =*(Q_a;A') =Y aj(*AY = pa(*4).
=0 =0

Dokazme, Ze ;
pal*4) =¥
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Oznaéme A = Y A. Pak podle véty 84 plati
(A — AE)(A — AE)*Y = det(A — \E) - E.

Z definice adjungované matice plyne, Ze matici adjungovanou k A — AE mtiZeme vyjadrit
jako "polynom” stupné n — 1 proménné A s maticovymi koeficienty.

n—1

(A-JE)*Y =3 C;\.
j=0

Tedy

n—1
(A-AE): > C;N =pa(ME = aoE + a1 AE + a2A’E + ... + a, A"E.

j=0

Pravou i levou stranu posledni rovnice si muZeme predstavit jako "kvazipolynom” s
maticemi jako koeficienty. Porovnejme koeficienty u stejnych mocnin na obou stranach
posledni rovnice (musi byt stejné - proé?). Dostaneme

—Cp-1 = o, E,
Acn—l i cn—2 . an—lEs

AC] o Co = (1 E,
ACO = QQE.
Vynasobme prvni rovnici matici A zleva a pri¢téme ji k druhé rovnici. Ziskanou rovnici
opét vynasobme matici A zleva a pri¢téme ji ke treti rovnici atd. Timto postupem
dostaneme
0=aE+a1A+aA’+...4+a,A",
coz je tvrzeni véty.
Q.E.D.

Poznamka 36: Pro matice se da definovat vlastni ¢islo « a vlastni vektor z (sloupcovy
vektor) stejné jako pro operatory.
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15. Hermitovské a kvadratické formy

Definice 67: Necht'V je vektorovy prostor nad T, h je zobrazeni V x V + T. Rikame,
ze h je hermitovska forma na V praveé kdyz

1) VzeV)Vy e V)(Va € T)(Vz € V)(h(az + y,2) = ah(z, z) + h(y, 2)),

2) (Vz € V)(Vy € V)(h(z,y) = h(y,)).
Zobrazeni Q definované na V' predpisem Q(x) = h(z,z), Yz € V nazyvame diagonalou
hermitovské formy h.

Poznamka 37:

(1) Diagonala Q hermitovské formy h je zobrazeni V +— R (i kdyZ V je vektorovym
prostorem nad C). Divodem je, Ze Q(z) = h(z,z) = h(z,z).

(2) h(x,ay+z) = h(ay + 2,z) = ah(y,z) + h(z,z) =@ -h(y,z)+h(z,z) =@ h(z,y)+
h(z,z).

Véta 94: Necht h je hermitovska forma na V, Q jeji diagonala. Pak plati
1) Q(az) = |af* - Q(z), Yz € V,Ya € T,
2) Q(z +y) = Q(z) + Q(y) + 2Re h(a,y), Yo,y € V,
3) Qz+y)+ Qz —y) =2(Q(z) + Q(y)), Yo,y € V (rovnobéznikova rovnost),
4a) h(z,y) = {(Qz +y) - Q(z—y)),Vz,y eV, T=R
4b) h(z,y) = 3[Q(z +y) — Qz —y) +i(Q(z +iy) — Q(z —iy))], Va,y e V, T =
(polarizaéni itentity).
Dukaz:
1) Q(az) = h(az,az) = awh(z,z) = |a|* Q(z).
2) Qz+y) = h(z +y, +y) = h(z,2) + h(z, ) + h(y,2) + h(y,y) =
= Q(z) + Q(y) + 2Re h(z, ).
3) Podle 2) plati Q(z—y) = Q(z)+Q(-y)+2Re h(z, ~y) = Q(z)+Q(y)~2Re h(z,y).
4 a) Podle diikazu 2) a 3) plati Q(z + y) — Q(z — y) = 4Re h(z,y) = 4h(z,y).
4b) Je-li T =C, plati h(z,y) = Re h(z,y) +i-Im h(z,y). Protoze
Im h(z,y) = Re h(z,iy), dostavame s vyuzitim 4 a) tvrzeni véty.

Q.E.D.

Lemma 5: Necht h je hermitovska formana V, N, = {z € V|(Vy € V)(h(z,y) = 0)}.
Potom N}, je podprostorem V.

Dikaz:

1) Ni # 0, nebot (Vy € V)(h(6,y) = 0), tedy 6 € Ny.

2) Necht y,2 € Nj. Pak h(ay + z,u) = a - h(y,u) + h(z,u) = 0, tedy ay + z € N,

Q.E.D.

Definice 68: Necht h je hermitovska forma na V. Podprostor N, = {z € V|(Vy €
V)(h(z,y) = 0)} nazyvame nulovym prostorem hermitovské formy h (nulprostorem
hermitovské formy h). Jeho dimenzi nazyvame nulita hermitovské formy h, znaéime
v(h). Rikdme, Ze hermitovska forma h je reguldrni (resp. singularni), jestlize jeji
nulita je rovna nule (resp. vétsi neZ nula).

Poznamka 38: UvaZujme vektorovy prostor V,, s bazi X = (z14...,2n), necht h je
n

hermitovska forma na V,,,z,y € V,,. Necht z = Bk T TR Y it M. Potom

h(z y) E h(chxthThxz) = Z Zfﬂhh(.’t,,z])

i=1 j=1
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Qlz) = Az, 2) & Z Z{if_jh(xi,xj).

=1 3=}

V dalsim budeme hledat jednodussi vyjadreni formy h. Kdyby se nam podarilo
najit bazi X' takovou, Ze (V,j, 1 # j)(h(x;,z;) = 0), pak by platilo

(z,y) = ZEtUtQ(I

Qlz) = Z |£,~|2 Q(z;) (tzv. kanonicky tvar)
t=1

Definice 69: Necht h je hermitovska formanaV,,. Bazi(a,,...,a,) nazyvame polarni
bazi hermitovské formy h, jestlize (VYi,j € n, ¢ # j)(h(ai,a;) =0).

Véta 95: Kazda hermitovska forma na V,, ma polarni bazi.

Dikaz: Dikaz provedeme neiuplnou indukel podle codim N = m (0 € m < n).

Je-i m =0, je Np =V, a tedy h(z,y) = 0 pro kazdé z,y € V,. Polarni bazi je
kazda baze V,,.

Necht tedy 0 < m < n a provedme indukéni krok z m na m+1. ProtoZe codim Nj, =
m + 1 > 1, musi existovat vektory x,y € V,, takové, ze h(x,y) # 0. Podle polariza¢nich
identit je v pfipadé T = R alespon jedno z ¢isel Q(z + y), Q(z — y) nenulové, v pripadé
T = C je alespon jedno z ¢isel Q(z + y), Q(x — y), Q(z + 1y), Q(z — 2y) nenulové, tedy
vzdy existuje vektor a € V, (a # 6) takovy, Zze Q(a) # 0. Definujme zobrazeni ¢ :
Vi = T takto: ¢(z) = h(z,a). Ziejmé ¢ € V,#, ¢ # O (¢(a) = Q(a) # 0). Oznaéme
L = ker ¢; je dim L = n — 1. Dale plati: N, C L (pro z € N je h(z,a) = ¢(z) = 0),
codimp Ny = m. Oznaéme h; zuzZeni zobrazeni h na L x L. Je h; hermitovska forma
na L a plati Ny, = Np, nebot: je-li z € Nj, je h(z,y) = 0 pro kazdé y € V,, a tedy i pro
kazdé y € L, odkud z € Ny, . Naopak, je-lizd € Ny, , y € Vy,jey=2+ra, z€ LLAET
(protoze V, = L & [a])) a tedy h(z,y) = h(z,z) + Ah(z,a) = hp(z,z) + Xp(z) = 0.
Odtud plyne, Ze x € Nj,.

Podle indukéniho pfedpokladu ma hy v L polarni bazi (a;,...,an—;). PoloZme
a, = a. Pak (ay,...,a,) je baze V,, a sice polarni pro formu h, nebot h(a;,a,) =
¢(a;) = 0 pro kazdé € n—1.

Q.E.D.

Lemma 6: Necht h je hermitovska forma na V,,, Q jeji diagonéla, (a,,...,a,) je
polarni baze hermitovské formy h, 1 € n takové, ze Q(a;) = 0. Pak a; € N,

Dukaz: Necht y € V,,. Pak
h((l,‘, y) = h((l,‘, Zajaj) T Za_jh(ai’aj) =
1=1 =1
= a;h(ai,ai) = @Q(a;) =0
Q.E.D.
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Véta 96: Necht h je hermitovska forma na V,,, Q jeji diagonala, (a,,...,a,) je polarni
baze hermitovské formy h. Pak pocet nul v posloupnosti (Q(ay),...,Q(a,)) nezavisi na
volbé polarni baze a je roven dim Nj,.

Dikaz: Necht (Vi € n)(Q(ai) # 0). Dokazme, ze N, = {6}. Necht tedy € N,. Pak
(Vy € Vo)(h(z,y) = 0). Protoze x je linearni kombinaci vektorti polarni baze, plati

n
r = E ajaj,
J=1

n n
h(z ajaj,y) = z ajh(aj,y).
=1 ye=]

PoloZzme nyni y = a;. Dostaneme

0= Za,-h(aj,ak) = aph(ag, ar) = o Q(ay).

1=1

Odtud vyplyva, ze (Vk € n)(ax = 0) a tedy & = 6. Nezavislost na volbé polarni baze
vyplyva z lemmatu 6. :

Necht | € n takove, ze (Vi € [)(Q(a;) = 0) a (V2 > I)(Q(a;) # 0). DokaZzme, Zze
Ny = [a1,...,a],. Z pfedchazejiciho lemmatu vyplyva, ze Ny D [ay,... yar),. Zbyva
tedy dokazat, ze Ny, C [a;,...,ai],. Necht tedy x € Ny,

n
r = E ajaj .
j=1

Pak Vy € V,, plati
h(z,y) = 0.

Tedy Vy € V, plati
z ajh(aj,y) =0.
i=1

Zvolme y = ay pro k > l. Pak a;Q(ax) =0, odtud ay = 0 pro k > [. Tedy

l
i=1

Nezavislost vyplyva z jednoznacnosti dim Nj,.

Q.E.D.
Definice 70: Necht V je vektorovy prostor nad T, necht Q : V +— R. Rikame, Ze Q
Jje kvadraticka forma na V' pravé kdyZ existuje hermitovska forma h na V takova, Ze
Q Jje jeji diagonalou. Tuto formu h nazyvame polarou kvadratické formy Q.
Polarni bazi polary h (resp. nulitu h) nazyvame polarni bazi kvadratické formy Q,
(resp. nulitou Q).
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Kvadratickou formu Q nazyvame reguldrni (resp. singuldrni) prave kdyz je regularni
(resp. singularni) jeji poléra.

Véta 97 (Zakon setrvacnosti kvadratickych forem) : Necht Q je kvadraticka
forma na V,, necht (ai,...,a,) je jeji polirni béaze. Necht p, q, r Je pocet kladnych,
resp. zapornych, resp. nul posloupnosti (Q(a,),...,Q(a,)). Uspofddana trojice p,q,r
nezavisi na volbé polarni baze.

Dukaz: DokaZme nezavislost éisla p na volbé polarni baze. Necht nejprve p = 0 (tedy
vSechna ¢isla Q(ap),...,Q(a,) jsou mensi nebo rovna nule). Je-li 2 € V,,, miZeme jej
vyjadfit ve tvaru z = )77_| a;a;. Pak plati

Qx) =) ;" Q(aj) < 0.

i=1

Plati tedy (Vz € V,,)(Q(z) < 0). Tento vztah plati i pro prvky libovolné polarni baze,
tedy p = 0 pro libovolnou poléarni bézi.

Podobné, je-li p = n, plati (Yo € Vj,,z # 6)(Q(x) > 0). TotéZ plati i pro prvky libovolné
polérni baze, a proto p = n pro libovolnou polarni bazi.

Necht 0 < p < n. Usporadejme vektory polérni baze tak, aby platilo (Vi € p)(Q(a;) > 0)
a (Vi > p)(Q(ai) < 0). Sestrojme mnozinu B = {P CC V,|(Vz € P)(z # 6)(Q(z) > 0)).

MnoZina B je neprazdna, nebot [a,,. .., a,], € B. Je-li totiz z € [ay,... yaply,

P
z= E @0, Bk D,
i=1

plati
P
QAz) = ) _la;l* Q(a;) > 0.
=1

DokaZzme dale, Ze (VP € B)(dim P < p). Diikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme,
ze (3P € B)(dim P > p). Sestrojme podprostor P = [ap41,. .. yanly. Je-li x € P, plati
Q(z) < 0. Podle 1. véty o dimenzi plati

dim(P N P) = dim P + dim P — dim(P + P) > p + (n—p)—n=0.

Tedy v primiku P a P lezi nenulovy vektor, coZ je spor s konstrukei téchto prostort.
Necht (a},...,a},) je polarni baze, necht p' je pocet kladnych é&sel v posloupnosti
(Q(a}),...,Q(a},)). Uspofadejme vektory polarni baze tak, aby platilo
(Ve € };')(Q(a',) > 0) a (Vi > p')(Q(a;) < 0). Protoze (a),...,al,) je polarni baze,
musi platit (VP € B)(dimP < p'). ProtoZe soucasné plati, ze [@1,...,8,], € B a
[a’,, k5t ,a;,,]A € B, dostavame, ze p < p' a p' < p, tedy p' = p.

Q.E.D.
Definice 71: Cisla p, resp q z predchozi véty nazyvime kladnym, resp. zapornym
indexem setrvaénosti kvadratické formy Q. Trojice (p, q, r) se nazyva signatura Q.
Cislo p + ¢ se nazyva hodnost kvadratické formy Q.

Definice 72: Necht Q je kvadraticka forma na V. Rikdme, Ze Q je
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1) pozitivné definitni pravé kdyz (Vz € V)(z # 6)(Q(z) > 0),
2) negativné definitni pravé kdyz (Vz € V)(z # 6)(Q(z) < 0),
3) pozitivné semidefinitni pravé kdyz
(Vz € V)(Q(z) 2 0) A (3zo € V(2o # 0)(Q(20) =0),
4) negativné semidefinitni pravé kdyz
(Vz € V)(Q(z) < 0) A (Fzo € V)(z0 # 0)(Q(20) = 0),
5) indefinitni pravé kdyZ (3z;,22 € V)[(Q(z1) > 0) A (Q(z2) < 0)].

Definice 73: Necht h je hermitovska forma na V,, Q jeji diagonala, necht X' =
(21,...,%n) je bdze V,. Matici ¥*Q € T™", kde *Q, ; = h(z;,z;), nazyvime matici
hermitovské formy h, resp. matici kvadratické formy @ v bazi X,

Véta 98: Necht Q je kvadraticka forma na V,,. Potom hodnost této kvadraticke formy
je rovna hodnosti matice kvadratické formy v libovolné bazi V,,.

Dikaz: Necht X', Y jsou baze V,,. Snadno dokdZeme, Ze plati
YQ = (xPy)T - *Q - 4Py,

kde PT znac¢i matici transponovanou, P znaéi matici s prvky komplexné sdruZeny-
mi vzhledem k matici P. Odtud ihned vyplyva, ze h(*Q) = h(¥Q), nebot nasobeni
reguldrni matici neméni hodnost. Zvolime-li polarni bazi A, pak h(4Q) = h(Q).

Q.E.D.
Lemma 7: Necht X', Y jsou baze V,,. Potom plati:
y#Pya = (xPy)".
Dukaz: Oznaéme (,tpy),'j = q;; a (y#PA’#)ij — ,B,'j. Potom
" = Z Biky;*
=1
» n n
Bir = ¥ (y;) = 2s* () _ aijai) = ) aizr®(2i) = auy.
t=1 1=1
Q.E.D.

Dusledek 10: Necht V,, je vektorovy prostor nad T', ® je baze V,.*. Potom existuje
baze A prostoru V,, takova, ze A# = ®.

Dukaz: Necht X’ je baze V,,. Definujme bazi A vztahem
xPa=((x#Ps)")7".

Potom (,rP;] )T = (4Px)T = y#Ps = y#Pu#. Odtud plyne, Ze A# = &.
Q.E.D.

Véta 99 (Jacobiho): Necht Q je kvadratickd forma na V,,, X je béze V,. Necht
Vk € n plati

3 ..

Ak=<1et'VQ(i’“":) #0.
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Potom existuje polarni baze A kvadratické formy @ takova, ze (Vx € V,,) plati

5t 1 2 Al 2 AZ 2 An—l 2
Q(x)— A] |€]| + AZ |£2| +A3 |€3| +‘+ An |£n| ’

kde (&,...,&n) jsou souradnice vektoru x v bazi A.

Dukaz: Ditikaz je konstruktivni. Definujme bazi A = (a,,...,a,) vztahem

k
k
s i
=

v k . v v ’ . .
kde disla ag ) jsou FeSenimi soustavy rovnic

2 18
o

-
<
P T 8
Lt e
o
N
-~
-~
~N >
Il
o

T 1
a;

Snadno ovéfime, Ze soubor A je linedrné nezavisly, tedy tvofi bézi prostoru V,,.
Necht 7 < k, h je polara @. Plati

J : ’ ap_—,
h(ak,a;) = h(ak, Y aPzi) =Y alhak, ;).
s=1 i=1

Protoze pro : < k plati

k k
hap/'ei)y= h(z agk):z:j,:zr,-) s Zagk)h(xj,;vi) s
J=1 )=1

k ———
- Z agk)h(xiaxj) — Z h(.’t,‘,.’tj) . a'(’-k = 6“‘,

=1 y=1
dostavame :
J .
T 0, s <k
h(ak,a;) = a‘-”b}k =3 {—;y :
’ ; : o’ j=k.

Odtud vyplyva, ze baze A je polarni. Plati tedy Va € V,,

Qz) =) Qai) &l
=1

Zbyva tedy dokazat, Ze

s g -Al—
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Fa S0
Q(aJ) e AJ
pro j > 1. Protoze h(aj,a;) = Q(a;) = cvg] ) dostavame ihned z definice vektoru ay, ze
1
Q(ar) = A_l
Pro j > 1 vyplyva vztah
Aja
Q(al) T AJ

z Cramerova pravidla.

Q'E'D'
Véta 100 (Sylvestrovo kritérium): Necht @ je kvadraticka forma na V,,, X je bidze

Vi, necht
i 5 T
A = det Q(l,...,l:)'

Potom Q je pozitivné definitni prave kdyz (Vk € n)(Ag > 0).
Dikaz: <« Necht (Vk € n)(Ax > 0). Z Jacobiho véty vyplyva, ze Vo € V,,, « # 0, plati

1 ’ An
A=) =z-lal + 3 |52|+ el 4+ F el >

= DokaZme, Ze (Yk € n)(Ag # 0). Dikaz provedme sporem, tj. predpokladejme, Ze
(Iko € n)(Ak, = 0). Potom submatice

o1 =

ma linearné zavislé fadky. Tedy existuji éisla aq, ..., ak, takova, ze Vj € ko plati

h(ilf],ilf]), R ) ]l($17xk0)

Bleag 1)y 00,5 7 gy, 2ps)

a pritom

Odtud vyplyva, ze
ko ko ko
h(z i, Z ajz;) = Q(Z xi) =0
t=1 y=1 =1

To je spor s tim, Ze forma Q je pozitivné definitni.

Kladnost Ay pak vyplyva z Jacobiho véty a pozitivni definitnosti Q.
Q.E'D.
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16. Vektorové prostory se skalarnim soucinem
(prehilbertovy prostory)

Definice 74: Necht V je vektorovy prostor nad T, h je hermitovska forma na V ta-
kova, Ze jeji diagonala je pozitivné definitni. Dvojici (V,h) nazyvame prostorem se
skalarnim souéinem h (znacime H). Cislo h(z,y), x,y € V, nazyvame skalarnim
souc¢inem vektoru z, y (znacime h(z,y) = (z,y)). Cislo \/(z, ) nazyviame normou
vektoru x (znacime ||z||). Realny prostor se skalirnim soucinem nazyvame eukleidov-
skym (znacime £), komplexni prostor se skalarnim soudinem nazyvame unitarnim
(znacime U).

Véta 101: Skalarni soucin na prostoru H je zobrazeni H x H +— T s vlastnostmi
1) (ax + y,2) = a(z,2) + (y,2) YVa €T, Va,y,2€ H
2) (y,2) = (z,y) Ve,y € H
3) (z,ay + 2) =a&(z,y) + (2,2) VaeT, Vz,y,2 € H
4) (v,0) =(8,2) =0, Vre H
5) lz]| 20, Ve e H; ||¢]| =0 a =10
6) |laz| = |a|||z||, YVa € T Vo € H.
Dukaz: Dikazy tvrzeni 1) - 3) a 6) plynou ihned z vlastnosti hermitovské formy.
Tvrzeni 4) vyplyva ze skuteénosti, Ze 0 = 0.y proy € V.
Tvrzeni 5) vyplyva z toho, Ze skalarni soucin je hermitovska forma s pozitivné definitni
diagonalou.

Q.E.D.
Priklad skalarniho souéinu: Necht »r y € T". Definujme

n
("l’." y) = Z £Jﬁ]v
=1

kde x = (&1,...,€n), ¥y = (M,...,nn). Snadno ovérime, Ze jde o skalarni soucin (staci
oveérit vlastnosti 1), 2), 5) véty 101). Tento skalarnim souéin nazyvame standardnim
skalarnim souc¢inem.

Véta 102 (Schwarzova nerovnost): Necht H je prostor se skalirnim soucinem,
(z,y) je soubor vektorii z H. Potom

G,y < 2l - llyll -

Rovnost ve Schwarzové nerovnosti nastava pravée tehdy, je-li soubor (x,y) linearné za-
visly.
Dukaz: Pro x = 6 plati ve Schwarzové nerovnosti rovnost. Uvazujme dale z # 6. Necht
A € T. Potom plati

2 2 2 2 2
0 < (Az —y,Ae —y) = [[Az]|” + |lylI” — 2Re A(x,y) = [AI" [|lz]|” + [lyll" — 2Re A(z,y).

Pro x # 6 polozme




Pro takto zvolené A plati

2 2
2 , . | ORe |(z,
L it 4 gt~ oA g

el el
tedy ,
Y |(1"7y)|2

T i ) B

Il

Z posledni nerovnosti vyplyva Schwarzova nerovnost. Jsou-li vektory z, y linearné zavis-
léa z # 6, pak (IA € T)(y = Az) a tedy |(z,9)]| = (2, A2)| = M| (2, 2) = |zl ]A] |lz]| =
llz|| [|Az]| = ||z|| lly]l. Z prvni nerovnosti a z toho, Ze skalarni souéin je pozitivné definitni
forma plyne, Ze rovnost v nerovnosti plati jen tehdy, kdyz Ao — y = 0, tj. kdyz vektory
x,y jsou linearné zavisle.

Q.E.D.
Véta 103 (trojuhelnikova nerovnost): Necht (z,y) je soubor vektorii z H. Potom

Iz +yll < ll=ll + [yl -

Rovnost nastava, pravée kdy?Z existuje « € T, o > 0, ax = y nebo =z = ay.

Dukaz: Necht z,y € H. Potom s vyuZitim Schwarzovy nerovnosti dostavame

2 2 2 2 2
Iz +yll” = llzlI” + llyll” + 2Re (z,y) < |lz|I” + llyll” + 2|(z,y)| <
2 2
< lell™ + lyll™ + 2l lyll = (el + [lylD?*.
Necht plati rovnost ||z + y|| = ||z|| + ||y||.- Pak plati rovnost ve Schwarzové nerovnosti,
tedy vektory z, y jsou linearné zavislé. Je-li y = 6, je y = 0- z. Necht tedy y # 6.

Potom 2 = ay. ProtoZe plati Re (z,y) = |(z,y)|, musi platit (z,y) > 0, tedy (ay,y) =
a(y,y) 2 0, odkud plyne, Ze a > 0. Necht existuje a > 0 takové, Zze * = ay. Potom

Iz +yll = llay + yll = |+ 1 |lyll = llayll + llyll = =]l + Iyl -

Q.E.D.

Poznamka 39: Specielni tvar rovnobéznikové rovnosti (viz véta 94, tvrzeni 3):
2 2 2 2
Iz +yllI” + llz =yl = 2(||]I" + lly]I")-

Daéle plati polariza¢ni identity (viz véta 94, tvrzeni 4):

ProT = R: (z,y) = {(lle +yl|* = |le = yII*).

ProT =C: (z,y) = {lllz + yllI” - llz — yll*) +i(llz + iyll* — ||z — iyl|*)].

Definice 75: Necht (xy,...,2x) je soubor vektort z H. Matici G € Tk, Gi; =
(zi,x;), nazyvame Gramovou matici souboru (z,,...,zy). Jeji determinant nazy-
vame Gramovym determinantem souboru (zy,...,24) (nebo Gramidnem ).

Poznamka 40: Je-li X' = (z,,...,2,) baze prostoru H, je G matici skalarniho soucinu
v bazi X.
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Véta 104: Necht (z1,...,2x) je soubor vektorii z H. Potom (z1,...,2x) je linearné
nezavisly, pravé kdyz det G # 0.

Dukaz: < Necht E;;] ajzj = 6. Potom (Vi € k) plati

k
E ajrj,ri | =0,
=1

tedy (Vi € k) plati

b

aj(zj,zi) =0.
j=1

ProtoZe matici soustavy je transponovana Gramova matice a jeji determinant je podle
predpokladu rizny od nuly, ma soustava pouze trivialni feSeni, tedy (V2 € fc)(m = ().
= Piedpoklidejme, Zze soubor (zy,...,zx) je linearné nezavisly a det G = 0. Potom
fadky matice tvori linearné zavisly soubor, tedy existuji ¢isla a;, j € k, takova, Ze

(Vi € k) plati $5_; aj (zj,2i) = 0a 335, |a;| > 0. Tedy Vi € k plati

k
0= anmj,m,- -
j=1
a proto
k k
0= Z a;T;, Z ;T
j=1 i=1
Odtud plyne, Ze
k
Z 3T = 6.
=1

Nasli jsme tedy nulovou netrivialni kombinaci vektora (zy,...,zx), coZ je spor s pred-
pokladem, Ze soubor je linearné nezavisly.

Q.E.D.
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17. Ortogonalita

Definice 76: Necht H je prostor se skalarnim soucinem. Vektory z,y z H nazyva-
me ortogonalni (kolmé), pravé kdyz (z,y) = 0 (znacime x L y). Soubor vektori
(z1,...,xk) z H nazyvame ortogonalni, pravé kdyz (Vi,j € k, i # Iz, 2;) = Q).
Soubor vektorii nazyvame ortonormalni, pravé kdyz (z;,z;) = §;;.

Véta 105 (Pythagorova véta): Necht (z,y) je ortogonalni soubor vektori z H.

Potom
2 2 2
lz + y|I” = [[z]I® + lly]l” -

Dukaz: Pro ortogonalni vektory z,y € 'H plati
v 2 2 2 2
I+ ol = llzll? + ll + 2Re (z,5) = [l=]l* + lu]®

Q.E.D.

Poznamka 41: Necht (z,y) je soubor vektorti z £, ||z + y||2 = ”x”2 + “y”z Potom je
soubor (z,y) ortogonalni.

Véta 106: Ortogonalni soubor nenulovych vektorii je linedrné nezavisly. Specidlné,
kazdy ortonormalni soubor je linearné nezavisly.
Dukaz: ProtoZe Gramova matice ortogonalniho souboru je diagonalni se vSemi prvky
na diagonale riznymi od nuly, je det G # 0. Podle véty 104 je tedy soubor linearné
nezavisly.

Q.E.D.
Véta 107: Necht (xy,...,zx) je soubor vektorii z H. Potom existuje ortogonalni
soubor (y1,...,yx) vektorii z H takovy, ze (Yl € k)([z1,...,xi], = [y1,...,w]y). Je-li
navic (zy,...,zx) linearné nezavisly, Ize soubor (y,,...,yx) volit ortonormalni.

Dukaz: Dikaz provedeme konstruktivné - popiseme tzv. Gramiv-Schmidtiiv orto-
gonalizaéni proces. Budeme postupovat indukei.
PoloZzme y; = z,. Predpokladejme dale, Ze mame ortogonalni soubor (y;,...,y),l < k

a (Vs € i)([yl yorosYsly = [21,...,2,],). Definujme vektor y;4, vztahem

l

Yi+1 = Ti41 — Zajyj-
=1

Je ziejmé, Ze [x1,...,2141]y = (U1, ., Yi+1],. Hledejme vhodna &isla ;, j € I, tak, aby
(V2 € D)((yi41,yi) = 0). Z definice vektoru y;4+; dostavame

[
2
(y41,9i) = (@1, ) = D 5 (Y5, 43) = (i1, 98) — i [l
=1

Pro y; # 6 polozme
_ (@, 94)

2
Iyl
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pro y; = ¢ mizeme zvolit «; libovolné, napiiklad 0. Pokud je soubor (zp,...,zx) li-
nearné nezavisly, neni zadny z vektortt y; roven nulovému vektoru. Tedy kazdy vektor
yi mizeme vydélit jeho normou. Tim se kolmost vektortt nenarusi a soubor bude orto-
normalni.

Q.E.D.

Diusledek diikazu: Necht (z1,...,z) je ortonormalni soubor vektorti z H, z € H.
Potom vektor

je kolmy na vsechny vektory z;, i € k.

Definice 77: Necht (xy,...,2x) je ortonormalni soubor vektorti z H, € H. Ci-

souboru (zy,...,x).

Véta 108 (Besselova nerovnost): Necht (uy,...,x;) je ortonormalni soubor vek-
torti z H, * € H. Potom plati

k

2 2
> G2 < el

=1

Diikaz: ProtoZe (xy,...,x) je ortonormalni soubor, plati

k k k
0< w—Z(w,wj)wj,m—Z(:v,w.-)m,- = m-Z(z,xj)xj,x =
J)=1 =1 7=]
k k
2 2 2
= llel* = 3" (@, 25) (25,2) = el = 3 Iz 25)
i=1 j=1
Q.E.D.
Definice 78: Necht (zy,...,xx) je soubor vektori z H. Rikame, Ze je aplny, pravée

kdyz
(1) (z1,...,xx) je ortonormalni,
(2) neexistuje nenulovy vektor, ktery by byl kolmy na viechny vektory daného souboru.

Véta 109: Necht S = (x;,...,x}) je ortonormalni soubor vektortt z H. Nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

1) S je uplny.

2) S jebage M (tj. dmM = k).

3) (Ve € H) plati
k

z= Z(z,;cj);zrj.

=1

4) (Vz € H)(Vy € H) plati

k
(;B, y) - Z(mvxj)(‘vjv y) .

=1
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5) (Vx € H) plati
k
lell® = D Iz 25)[*
j=1

(tzv. Parsevalova rovnost)
Dikaz: DokaZme fetézec implikaci 1) = 2), 2) = 3),..., 5) = 1).
1) = 2)
Je-li soubor S ortonormalni, je linearné nezavisly. Pro z € H a Vj € k plati

k
(z — Z(:L‘,J:,‘).’l:,') 1 z;.
i=1

Vzhledem k tomu, Ze soubor S je uplny, plati

k

z - Z(x,x,—)x, =¥,

jei

k
= (a,7;) ;.
j=

2) = 3)
Necht z € H. Protoze S je baze prostoru ‘H, miZeme z vyjadrit ve tvaru

k
=E a;r
=1

Tedy Vi € k plati

k k
(:c - Zaj;tj,x,-) =0=(z,2;) - Z ajlz;,2i) = (2,2;) — 0.
j=1 J=1

Odtud

a; = \2,2;).

3)=4)
Vyjadiime-li vektory z,y podle 3), dostavame

=1 =1 =1
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4) = 5)

Tvrzeni vyplyva ihned z 4), poloZime-li y = z.
§)=-1)

Necht z € H,z L z;Vj € k. Potom

k
lel® = 3 1z, 2P = o,
J=1

odkud plyne z = 6.
Q.E.D.

Definice 79: Nechf H je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem, ) # M C H.
Mnozinu
M* = {z € H|(Yy € M)((z,y) = 0)}
nazyvame ortogonalni doplnék mnoziny M do prostoru 'H.
Véta 110: Necht @ # M C H. Potom
1) Mo H,
2) (MY o M.
Dikaz:
1) Plati 6 € M*. Necht 2,y € M*,a € T. Potom (Vz € M) plati (az +y,z) =
a(z,2)+(y,2) =0, tedy az +y € M+,
2) Necht € M. Potom Vy € M~ plati (z,y) = 0. Podle definice je pak = € (M*)™".
Q.E.D.

Véta 111 (o ortogonalnim rozkladu): Necht H je prostor se skaldrnim soudinem,
P CcC H,dim P < 400. Potom

1) K= P& P+,
2) (PHY' =P.
Dukaz:

1) Je-li dimP = 0, pak P+ = H. Necht dimP = k € N a necht (z,...,zx) je
ortonormalni baze P.
DokaZme nejprve, ze H = P + P+, Vektor r € H miiZeme vyjadfit ve tvaru

k k
Z = Z(z,xj)xj + (z — Z(a:,zj)zj).

]=1 1=1

Vektor Z;;l (z,zj)x; lezi v prostoru P a podle dusledku dikazu véty 107 lezi
vektor z — z;;] (z,zj)z; v prostoru P+,

Dokazme ze H = P @ P*. Necht z € P N P+. Potom musi platit, Ze (o885 =0,
tedy = 6, tj. v priniku prostorti P a P+ leZi pouze nulovy vektor.

2) Podle tvrzeni 2) véty 110 vime, Ze plati P CC (P"')'L. Staci tedy dokazat, Ze
(Pl)'L C P. Necht tedy z € (PJ')'L. Potom podle tvrzeni 1) miZeme vektor z
vyjadfit ve tvaru x = y+2z,kdey € P, z € P1. Potom (z,2z) =0 = (y,2)+(z,2) =
llz||%, tedy z = 6, odkud vyplyva z € P.

Q.E.D.
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18. Linearni funkciondly a linedrni operatory
na prostorech se skalarnim soucinem

Uvaha: Necht H je vektorovy prostor se skalarnim soucinem. Zvolme pevné vektor
y € H. Priradime-li kazdému vektoru x € H dislo (z,y) € T, mame tim definovan
linearni funkcional na prostoru H. Takto miiZeme kazdému vektoru y priradit linearni
funkcional. Otézka je, zda také kazdému funkcionalu ¢ € H#* miiZeme priradit vektor
z € H takovy, aby (Vo € H) platilo (¢(z) = (z,z)). Na prostorech konec¢né dimenze to
mozné je, jak o tom hovori nasledujici véta.

Véta 112. (Rieszova): Necht H je prostor se skalarnim soucinem, dim’H < +oo.
Potom

(Ve € H#)(312 € H)(Vz € H)(p(z) = (z,2)).

Dikaz: DokaZme nejprve existenci vektoru 2.
Je-li ¢ = O, potom z = 8. Necht ¢ # O, dimH = n € N. Potom podle véty 111 plati

H=¢"0)® (™" (0)".

Podle vét o dimenzi je dimenze prostoru (™! (0))L rovna jedné, tento prostor ma tedy

bazi tvofenou jednim vektorem, oznaéme jej u. Hledany vektor z musi lezet v (¢~} (0))1',
protoZe rovnost ¢(z) = (z,z) ma platit i pro 2 € ¢~ 1(0) a tedy (z,z) = 0 pro kazdé

x € ¢ 1(0). Snadno ovéfime, ze z = ﬁ%ﬁ} .u.Nechtz €M, t=a+b, acp}0), be
(¢71(0)*, b= au, a € T. Pak

e(z) = p(a) + p(b) = p(b) = ap(u) a

(2,2) =(a+b,2) =(b2)= (au, ‘ITT(;?) : u) = ap(u) ,

t.j. olz).=(z,2)
DokaZme nyni jednoznac¢nost vektoru z. Predpokladejme, Ze

(321,22 € H)(z1 # z2)(Vz € H)(¢(z) = (z,z21) = (z,22)). Potom Vz € H plati
(z,21 — 22) = 0, tedy také (23 — 22,21 — 22) = 0, odkud ||z; — 2z2|| = 0. Tedy z; = 23,
coz je spor s predpokladem z; # z;.

Q.E.D.
Véta 113: Necht A € L(H), dim’H < +oo. Potom existuje pravé jeden linearni
operator A* € L(H) takovy, Ze

(Vz € H)(Vy € H)((Az,y) = (2, A”y)).

Dikaz: Dokazme existenci operatoru A*.
Zvolme vektor y € H libovolné, ale pevné. Definujme linearni funkcional ¢, vztahem

‘Py(x) - (A.'l:, y) ,Vz € H
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Podle Rieszovy véty vime, Ze ke kaZdému linearnimu funkcionalu ¢, existuje vektor
(ozna¢me jej A*y) takovy, ze ¢,(r) = (2, A*y). Na ‘H mame tedy definovano zobrazeni

A*, pro které plati
(Vz € H)(Vy € H)((Az,y) = (2, A7y)).

Dokazme, ze A* € L(H):
Necht z,z,,22 € H,a € T. Pak

(Az,az, + 22) = (z, A% (az) + 22)) = @ (Az,z1) + (Az,22) =

=a(z,A%z)+ (z,A%2;) = (¢, A%z, + A%2,).

Tedy Vz,z,,z, € H plati
(z, A*(azy + 22) — (aA%z) + A%22)) =0,
odkud volbou r = A*(ax) + 22) — (a0 A%z + A% 2,) dostavame
A*(azy + 23) = (ad¥zy + A% 2)).

Dokazme jednoznaénost operatoru A*.
Predpokladejme, Ze existuji operatory A7 # Aj takové, ze Vx,y € H plati

(Az,y) = (2, Ajy) = (=, A3y),

tedy Vz,y € H plati :
(z, A1y — A3y) = 0.

(1)
Protoze A} # Aj, existuje a € H takové, ze Aja # Aja.
PoloZime-li y = a,z = Aly — Ajy, dostavame z rovnosti (1), Ze AJa — Aja = 6, coZ je
spor s volbou vektoru a.
Q.E.D.

Definice 80: Necht A € L(H), dimH < +o0. Linearni operator A* € L(H) takovy,
ze Vz,y € H plati (Az,y) = (z, A*y) se nazyva operator sdruZeny k operatoru A.

Véta 114: Necht A, B, E € L(H),dimH < 400, € T. Potom plati
1) (A+ B)* = A* + B*,
2) (aAd)® = a&A",
3) (AB)" =B A",

4) (A*)* = 4,
5) E* = E,
6) 0*=0.

7) Je-li A regularni, potom je A* regularni a plat{
(4%)" = (A7),

Dukaz:

1) Z definice sdruzeného operatoru a z vlastnosti skalarniho souéinu dostavame

((A+ B)z,y) = (Az + Bz,y) = (Az,y) + (Bz,y) = (z,4%y) + (2, B*y) =

= (z,(A" 4 8B")y).
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2) Diikaz provedeme obdobné jako v bodé 1).
3) Driikaz provedeme obdobné jako v bodé 1).
4) (A*z,y) = (y, A*z) = (Ay,z) = (, Ay).
5) Zfejmé.
6) Ziejmeé.
7) S vyuzitim vlastnosti 3) a 5) dostavame
(A~1)*A* = (AA™')* = E* = E, odkud plyne tvrzeni véty.

Q.E.D.
Definice 81: Necht A € L(H),dimH < +oco. Rikdme, Ze A je
1) normalni, pravé kdyz AA* = A*A,
2) samosdruZeny, pravé kdyZ A” = A.
Pro T = R nazyvame operator A symetrickym,
pro T = C nazyvame operitor A hermitovskym,

3) izometricky, préavé kdyZ AA* = E(= A*A).
Pro T = R nazyvame operator A ortogonalni,
pro T = C nazyvéme operator A unitarni.
Véta 115: Necht A € L('H). Potom
A =0 & (Vz € H)(Vy € H)((Az,y) = 0).

Diikaz:
= Je-li A =0, plati (Vz,y € H)(Az = 0) a (Az,y) = 0.
& Necht (Vz € H)(Vy € H)((Az,y) = 0). Potom také (Vz € H)((Az, Az) = 0) =
(Ve H)(Az =6)= A=0.
Q.E.D.

Véta 116: Necht A € L(H), dimH < 400, A je samosdruzeny. Potom A = © pravé
kdyz (Vz € H)((Az,z) =0).
Dikaz:
= Ziejmé.
& Necht z,y € H. Pak
(A(z +y),z +y) =0=(Az,z) + (Az,y) + (Ay,z) + (Ay,y) =
= (Az,y) + (y,4A72) =
= (Az,y) + (Az,y) =
= 2Re (Az,y).
Polozime-li y = Az, dostaneme (Vz € H)(Re (Az, Az) = 0), tedy (Vz € H)(Az = 6),

odkud plyne A = O.
Q.E.D.

Véta 117: Necht A € L(U). Potom
A=0& (Ve eU)((Az,z) =0).
Dikaz:
= Zfejmé.
& Z predpokladu plyne
(A(z +y),z+y)=0.
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Upravou levé strany ziskAme rovnost
(Az,y) + (A4y,z) =0, (1)
odkud po dosazeni iz za r dostaneme
(A(iz),y) + (Ay,iz) = 0.

Tedy
i(Az,y) —i(Ay,z) =0,
(Az,y) — (Ay,z) = 0. (2)

Seétenim rovnic (1) a (2) dostavame (Vz,y € H)((Az,y) = 0), odkud A = ©.
Q.E.D.



tedy operator je normalni. Podle véty 118 plati Vo € H,,
(A = AE)z|| = ||(A - AE) | .
Tedy Vz € H, plati rovnost

|Az — Az|| = ||A*z — Az .

Tedy pro vlastni vektor = plati, Ze Az — Az = 6, pravé kdyz A*z — Az = 6.

Q.E.D.
Véta 124: Necht A € L(H,), A je normalni. Potom vlastni vektory operatoru A
prislusejici dvéma riznym vlastnim ¢islim jsou ortogonalni.
Dikaz: Necht A, pu jsou dvé rtizna vlastni éisla a necht Az = Az, Ay = uy. Protoze

soucasné plati
(Az,y) = A(z,y)

(Az,y) = (z,A"y) = (z,71ry) = p(z,y),

dostavame (z,y) = 6.

Q.E.D.
Véta 125: Necht A € L(H,), A je normalni, \g je vlastnim ¢islem operatoru A. Potom
Va(/\O) = l/g(/\o).
Dikaz: Definujme P = {z € H,,|Ax = Aoz }. DokaZme, ze P je invariantni podpros-
tor, tedy ze A(P+) C P+L.
Necht y € A(P1). Pak (3z € P1)(y = Az). Necht z € P. Potom

(i, 2) =(A2,2) =(2, A"2)= (:z:,/\_oz) =Xz, 2) =V,

tedy y € P+,

Necht v4(Ao) = n. Potom také v4(Ag) = n.

Necht tedy 1 < vy4(Ao) = k < n. Oznaéme (z,,...,x) bazi P, X = (EES15 . b s Zn') DARS
Pt

Pak X' = (21,...,,) tvori bazi H,. Matice operatoru A v bazi X ma blokovy tvar

NG ¢ " il
A_< [ A’B)')

kde operator B € L(P1) piedstavuje ztiZeni operatoru A na prostor PL. Pro charak-
teristicky polynom operatoru A plati

pa(A) = det(A — AE) = det(* A — AE) = (Ao — A)¥pB(N).

DokaZme sporem, ze pg(Ao) # 0. Necht pg(Ag) = 0. Pak Ao € o(B), tj. (Jy # 0)(y €
P1)(By = A\oy). Odtud plyne Ay = Aoy, odkud y € P, coZ je spor, nebot soucasné
y€ PL y+#£6.

Q.E.D.

Véta 126: Necht A € L(U,), A je hermitovsky. Potom o(A) C R.
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Diikaz: Necht \o € o(A). Pak (3z € U,)(x # 0)(Az = Az). ProtoZe plati soucasné

(Az,z) = A(z,2) = A|z||?

(Az,z) = (z,A2) = (z,Az) = Xz
dostavame A = A, odkud plyne \ € R.
Q.E.D.
Véta 127: Necht A € L(E,), A je symetricky. Potom

o(4) =p3'(0)

(tedy p,'(0) C R).
Dikaz: Definujme operitor A na prostoru C" se standardnim skalarnim sou&inem

vatahem A = YA, kde X je ortonormélni baze £,. Operator Aje hermitovsky, nebot
matice ¥ A je symetricka. Podle pfedchozi véty plati, Ze p i 1(0) = a(A) ¢ R. Avsak

operatory A, A maji stejné charakteristické polynomy, nebot
pi(A) = det(A — AE) = det(A — AE) = pa(A).

Tim je véta dokézana.

Q.E.D.
Véta 128: Necht A € L(H,), A je izometricky, Ao € 0(A). Pak |[Ao| = 1.

Dukaz: Necht \o € o(A). Pak existuje z € H,, = # 0, takové, Ze Az = Aoz. Pro
skalarni souéin (Az, Az) plati soucasné

(Az, Az) = (Ao, Aoz) = ||’ |||

(Az, Az) = (z,z) = ||z||*.

Odtud plyne, Ze |Ao| = 1.

Q.E.D.
Véta 129: Normalni operator na unitarnim prostoru je diagonalizovatelny. Diagonalni
bazi je mozné volit ortonormalni.

Diikaz: Operator je diagonalizovatelny, nebot T' = C a podle véty 125 plati pro viechna
vlastni &sla, Ze v, = v,. Vezmeme-li soubor vlastnich vektort pfislusejicich vlastnimu
&slu Ag a provedeme Gramiiv-Schmidtiv ortonormaliza¢ni proces, dostaneme ortonor-
malni diagonalni bazi.

Q.E.D.

Podobné dostavame nasledujici vétu:

Véta 130: Normalni operator na E,, je diagonalizovatelny pravé tehdy, ma-li charak-
teristicka rovnice samé realné koreny. Diagonalni bazi je mozné volit ortonormalni.

Poznamka 42: KaZdy symetricky operator je diagonalizovatelny.
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Véta 131: Necht A € L(H,), necht A je diagonalizovatelny v ortonormalni bazi.
Potom A je normalni.

Ditikaz: Necht X je ortonormalni diagonalni baze. Operator A ma v této bazi tvar

A s "0
,\.'A_:
o R
Potom

el A ans
(I,A'(("A)":(XA)“XAZ :
R

Q.E.D.

Véta 132: Necht X, Y jsou baze H,, X je ortonormalni. Potom Y je ortonormalni,
pravé kdyz yPy je izometricka.

Ditikaz: Definujme operator P € £(H,,) takovy, ze plati Pz; = y;, ¢ = 1,...,n (jde o
operator pfechodu od bize X k bazi )). Potom plati

P = xPy.

= DokaZme, Ze operator P je izometricky.

Necht z € H,,. Potom
n
N P
=1

kde a; jsou Fourierovy koeficienty. Podle Parsevalovy rovnosti plati

n
2 2
el = 3 oy
=1
Pro vektor Pz plati

n n
Pz = PZaj:Bj = Zajyj.
J)=1

=1
ProtoZe Y je ortonormalni baze, plati také

n

2 2
1P2]|* = lal*.

=1

Pro viechna z € H,, tedy plati, Ze |Pz|| = ||z||, a proto P je izometricky.
< Necht P je izometricky. Potom V2,5 = 1,...,n plati

(yny]) i (P‘thxJ) - (J'HQ'J) L ét]

Tedy Y je ortonormalni.
Q.E.D.
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Véta 133: Necht A € L(Hy).
(1) Je-li A samosdruzeny, je det A € R;
(2) je-li A izometricky, je |det A| = 1.

Diukaz: Necht X’ je ortonormalni baze H,,, YA = A. Potom

det A* = det ¥(A*) = det (YA)* = det AT =det AT =det A =det A .

1) A=A > detA=detA* =det A= det A€ R;
2) AA* =E s detA:det A" =1 = |det A| =:1.
Q.E.D.

Definice 83: Rikame, Ze étvercova matice je kvazidiagonalni, jestliZe ma tvar

. :

Cos@)  singg
0 —sing; €cosp;

cos i Sinpg
\ —sinpr CoS apk}

kde ¢1,...,0k ER, pj #Im,l € Z.

Lemma 8: Necht A € L(H,), P CC H, invariantni vzhledem k A. Potom Pt je
invariantni vzhledem k A*.

Diikaz: Dokézeme, ze A*(P+) C P*. Necht y € A*(P*). Existuje tedy z € F
takovy, Ze y = A*z. Pro vSechna z € P plati :

(y,Z) - (A‘;E,Z) e (;B, AZ) =0,

nebot Az € P. Je tedy y € P+,

Q.E.D.
Véta 134: Necht A € L(E,), A je ortogonalni. Potom existuje ortonormalni baze &,
takova, e matice operatoru A je v ni kvazidiagonalni.
Diikaz: Diikaz provedeme indukei podle n.
Je-li n = 1, mé charakteristicky polynom jediny kotfen 1 nebo —1 a A je diagonalizova-
telny.
Necht tedy n > 1 a necht kazdy ortogonélni operator na eukleidovském prostoru di-
menze mensi nez n 1ze kvazidiagonalizovat v ortonormalni bazi. Rozlisime dva piipady:

a) pa ma realny koten A. Necht P = (A — AE)™'(6). Je dim P > 1, P je invariantni
vzhledem k A, tedy A(P) C P a protoze A je regularni, je A(P) = P. Proto také

111



b)

A~Y(P) = P a podle lemmatu je Pt invariantni vzhledem k (A~!)* = A. Nyni
sta¢i aplikovat indukéni pfedpoklad na A/ p. € L(P1).

pa nema zadny realny kofen. Necht A je kofen pa, A = a+ i, o, € R, B # 0
(je a® + A% = 1). Necht X’ = (z;,...,%,) je ortonormalni baze &,, A € L(C™),
C™! se standardnim skalarnim soudinem, €A = ¥4 (= A) (€ je standardni béze
C™1). Protoze ¥ A je ortogonalni matice, je A unitarni operator s vlastnim ¢éislem .
Existuje tedy Z € C™, 7 # 0, takovy, Je Az = \3. Lze psat = & +i§, &, € R™!.
Necht (Z), = (é1,...,&n), (¥)e = (Mm,...,nn). Definujme v &, vektory

Odtud [Az], = aZ — BY, [Ay] y = BZ + af a tedy
Az =Y (a&; - fn;)z; = az — By.
y=1

a podobné
Ay = Bz + ay.

Dale plati :

A% - ij) = A% — 4] = (a& — BY) — i(B% + af) =
= (a —iB)(Z — i) = AX(Z — if).

Tedy vlastnimu &slu X operatoru A pisludi vektor # — ij. Protoze A £X (B #0),
je T +iy L & — iy. Odtud plyne, Ze také vektory z,y jsou ortogonalni, nebot

0= (& +ig, & —ig) = ||2]|* - I9lI* +i(5, &) + (3,9) =
= |lell* = lyll* +i((y, 2) + (2,9)) = l2l|* = llyll* + 2i(z,¥)

a tedy (z,y) =0 a ||z|| = ||y].
Je tedy P = [z,y], dvourozmérny invariantni podprostor £, vzhledem k A. Baze

o AN
i (uzu’ nyn>

5 @ y

T F 3 ﬂ )
llz|| Il llyll

je ortonormalni baze P,
A
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Y o Y
A== = f—r Yl
llll Izl llyll

(gellzll = llyl)!). Protoze a® + B? = 1, existuje thel ¢ takovy, 7e @ = cosg,

B = sing a plati
y _ [ cosp singp
(A/P)—(—simp cosgo)'

Zbytek dtikazu je stejny jako v éasti a), nebof Pt je rovnéz invariantni vzhledem
k A a ma dimenzi n — 2.

Q.E.D.
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20. Metricka geometrie

Definice 84: Nechf My, M, jsou 2 podmnoZiny prostoru H, My, M, # 0. Cislo
inf{|lz — y|| |z € M1,y € M,}

nazyvame vzdalenosti mnoZin M, M;, znacime o(M;, M).

Poznamka 43: Infimum z predchozi definice je koneéné, nebot mnozina norem rozdili
vektorti je neprazdna a zdola omezena. Vzdalenost bodu od mnoziny ¢({a}, M) budeme
znacit p(a, M).

Véta 135: Necht H je prostor se skalarnim soucinem, P CC ‘H, dim P < +oo. Necht
29 € H, kde zg = a+ b, a € P, b € PL. Pak g(zo,P) = ||b]|.

Diikaz: Podle definice plati o(xo,P) = inf{||zg — z|| |z € P}. Pomoci Pythagorovy
véty dostaneme nasledujici odhad:
2 2 2
lzo — zl|” = lla+ b—z||” = [[(a = x) + b]|" =
2 2 2
= lla = z|I” + |15} = []b]|" -
Zvolime-li = a, dostaneme |[z¢ — z||* = ||b]|*. Ukazali jsme tedy, Ze min{||zo — z|| |2 €

P} = ||b]|.
Q.E.D.

Véta 136: Necht W;, W, jsou linearni variety v ' H. Potom
o(Wh, W2) = o(a1 — az, 2 (Wh) + Z(W72)),

kde a, € Wi, a, € W,.

Dukaz: Chceme dokazat, Ze
inf{||z — y|| |z € Wi,y € W2} = inf{||la) — az — pl|Ip € Z(Wh) + Z(W2)}.

Protoze obé mnoziny jsou stejné, jsou i infima stejna.

Q.E.D.

Definice 85: Necht &£ je eukleidovsky prostor.
a) Necht z, y € € jsou nenulové. Uhlem vektoru z,y nazyvame éislo

(z,y)
|l Iyl

Tedy tihel dvou vektorti je z intervalu (0, ).
b) Necht p, q jsou primky v £. Uhlem p¥Fimek p, ¢ nazyvame cislo

arccos

l(smsq)l

llspll llsqll”

kde s, (resp. s,) je smérovy vektor pfimky p (resp. q). Tedy thel dvou primek je ¢islo
z intervalu (0, 7).

arccos
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Poznamka 44:
a) Podle Schwarzovy nerovnosti je

I(z,y)] <1
|| 1yl

tedy oba vyrazy v definici 83 maji smysl.
b) Snadno ovérime, Ze tihel primek nezavisi na volbé baze zaméreni: Necht s;, = a:8p,
8y = Bsy. Potom

|(S;)’S:1)| e |(asp, Bsq) e |(sp,3¢)l

[ulTTFs5 1 ~ TaspllTBsqll — TspllTisqll

Definice 86: Necht W je nadrovina v €. Kazdy nenulovy vektor ze Z ( W) nazyvime
normalovy vektor nadroviny (znaéime n,,). Je-li p C € pfimka, nazyvame tihlem p,
W éislo

I(Sps N )|

llsplHlima i

Tedy tihel primky a nadroviny je cislo z intervalu (0, ). Jsou-li Wy, W, nadroviny v
£, nazyvame jejich ithlem cislo

— arccos

SV

|(Pawy s oy )|

72wy [ 72w I

arccos

Uhel dvou nadrovin je z intervalu (0, 7).

Véta 137: Nechta € &,,a# 0, a € R. Pak {z € &,|(a,r) = a} je nadrovina v &,, a
vektor a je jeji normalovy vektor.
Diikaz: Definujme funkcional ¢ vztahem (Vo € &, )(p(z) = (a,z)), tedy ¢ € S
¢ # ©. Potom W = {z € &,|p(z) = a} je nadrovina, jeji zaméfeni je Z (W) = {z €
Eal(a,2) =0} = [a]/\J'. Tedy plati

W)t = ([ah*) " =ldl;.

Q.E.D.

Véta 138: Necht W je nadrovina v €,, n, jeji normalovy vektor. Potom existuje
a € R takové, ze W = {z € &,| (nw, ) = a}.

Dukaz: Varietu W lze vyjadiit ve tvaru W = a + Z (W), kde a € W. Definujme «
vztahem a = (ny,a).

DokaZme nyni, ¢ W C {z € &,|(nw,2) = a}. Necht x € W, 2 = a+p, p € Z(W).
Potom (ny,z) = (nw,a) + (nw,p) =a+0 = a.

Dokazme dale, ze W D {z € &,|(nw,z) = a}. Necht (ny,,z) = a. Pak
(ny,z—a)=0=>z—aln,=2>r—-a€cZ(W)=>z€a+Z(W)=W.

Q.E.D.
Piiklad: V R? se standardnim skalarnim soucinem dostavame podle véty 137 pro
primku o rovnici ax + by = ¢, Ze vektor o slozkdch (a,b) je normalovym vektorem

primky.
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Véta 139: Necht W je nadrovina v €, o rovnici (a,z) = a, a # 6, a € R. Necht

b e E,. Potom
|(a’ b) e al 1

llall

Dukaz: Podle véty 136 plati o(b,W) = o(b— ¢, Z (W)), ¢ € W. Vektor b — ¢ miZeme
vyjadfit ve tvaru b—c = d+ Aa, kde A € R, d € Z (W). Pro takto zvoleny vektor bude

platit

o(b,W) =

(b, W) = |[Aall = |l la]| - (1)

Pro skalarni soucin (a,b) dostavame

(a,b) = (a,c + d + Aa) = (a,c) + (a,d) + A (a,a) =
=a+0+)\||a||2.

Odtud
X (av b) _—

2
llall

Dosazenim do vztahu (1) dostavame tvrzeni véty.
Q.E.D.
Definice 87: Necht (z,y) je soubor vektorii z R?® se skaldrnim souéinem. Vektoro-
vym souéinem souboru (z,y) nazyvame vektor z € R*® s vlastnostmi :
1) (z,2) = (3.2) = 0.
2 2 0. 12 2
2) =11 = i<l yll” = (z, )"
3) Je-liz = (alvaZsQS)v U= (617ﬁ2a ﬂ3)’ &= (719727 73)7 pOtOIn

oy .2 O3

bp B2 B3| =20.
R - e

Vektorovy soucin znacime x X y.

Poznamka 45: Vektorovy souéin x X y je souborem (z,y) urcen jednoznacné. Jsou-li
vektory x,y linearné zavislé, plyne z vlastnosti 2), ze z = 0.

Jsou-li vektory z,y linearné nezavislé, pak:

Vlastnost 1) rika, Ze z je v ortogonalnim dopliiku [z,y|, (tedy na primce).

Vlastnost 2) rika, Ze z celé primky vyhovuji pouze dva vektory : vektor, jehoZ velikost
je dana vztahem 2) a vektor k nému opacny.

Vlastnost 3) vybira jediny z téchto dvou vektor.

Dusledek 11: Nechf (z,y) je soubor nenulovych vektorii z R* se skaldrnim soucinem,

@ je uhel mezi z,y. Potom
Iz x yll = llz|l Iyl sin .

. 2 2 2 2 2 2 2 Ly
Dikaz: ||z x y||” = ||z||” lyll” — (z,9)" = llzl|” lyll” = llz||I” [y]l]” cos? .
Odtud

lz x yll = |lz]| ly]l |sin ] .

ProtoZe tihel ¢ je z intervalu (0, 7), dostavame tvrzeni véty.
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Q.E.D.

Véta 140: Necht X' = (z,,z2,23) je ortonormalni baze R3se skalarnim souéinem,
) = (a1, az,a3), r2 = (B1,P2,P3), 3 = (71,72,73). Necht

ay.--ap: O3

Br B2 Bs|>0.
;S o
Necht z,y € R, (z)y = (é1,62,€3), (¥) x = (m,7m2,73). Potom

&1 &
m n2

£ &
N3 M

§2 &3

m2 ms|’

)

Dikaz: Staci ovérit vlastnosti 1), 2), 3) z definice vektorového souéinu.

(z xy)y = (

1)

&2 & & & 1 Kp

? = = (),
(2,2) =& s + &2 % ‘ + & o
Rovnost (y, z) = 0 se dokazZe analogicky.
2) S vyuzitim Parsevalovy rovnosti dostavame
2 2 2
”2"2 o §2 &3 # £3 &1 & &
M s m ™ m m2|’

“33”2 ||y||2 e (I’y)z = (6 + & + ) + 05 +13) — (Em + Eamz + Eans)?.

3) Oznaéme

D] e 62 63 )
e 13

Dy af® 5]
N3 ™

Byt Bl
m 72

Snadno zjistime, Ze ovérit vlastnost 3) znamena dokazat, ze

det(AB) > 0,

kde
ST
A=|m n2 n3 |,
Dy, D; D;

(a3 (D) 3
B=|p B B3].
e VI e
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Podle predpokladu véty je det B > 0. JelikoZ
det A = Dy’ + D,* + Dy* >0,

plati
det(AB) = det A-det B > 0.

Q.E.D.

Véta 141: Necht z,y,z € R? se skalarnim souéinem, a € R. Potom

1) yxz=—(z xy),

2) (az) xy =z x (ay) = a(z x y),

3) (z+y)xz=(zx2)+(y x 2),

4) e x(y+2)=(z xy)+ (z x 2).
Diikaz: Zvolme ortonormélni bazi X' prostoru R? takovou, ktera spliiuje podminku
véty 140. Necht (z) y = (£1,£2,€3), (¥)4 = (11, 7m2,73). Potom

aif 463 1) & & (JERTTT = T
S e ( m2 ma|’ |ms m (’ MmNz ) R
i N _|ts s s gox :
3 ( S £3:- 6l T ) < oyl R

Rovnéz dalsi tvrzeni plynou z vlastnosti determinantti a pfedchozi véty.

Q.E.D.
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Dodatek

V dodatku uvedeme zakladni tvrzeni o polynomech.

Definice 1: Komplexni funkce p komplexni proménné t je polynom, pravé kdyz
existuji n € Ny a ay,...,a, € C tak, Ze

(VteC) (p(t) - Za,-t‘) :
1=0

Cisla ay, . .., a, nazyvame koeficienty polynomu. Definujeme stupen polynomu p
jako
max{jla; # 0},
stupen nuloveho polynomu p(t) = 0 je nedefinovan.
Definice 2: Cislo A\ € C nazyvame kofen polynomu p, pravé kdyz p(A) = 0.

Véta 1 (Zakladni véta algebry): Polynom stupné alespoii 1 ma alesponi 1 koren.

Véta 2 (Bezoutova): Necht p je polynom stupne n > 1, Ay € C. Potom existuje
polynom ¢ stupné n — 1 tak, Ze pro vsechna t € C plati

p(t) = p(Ao) + (t = Ao) g(2).
Dukaz: Bud s
p(t) =53 apt" Rui # 0.
k=0

Prfipomenme znamy vzorec
k—1
a* —b*=(a-b) ) a'b'
1=0
Potom lze psat

p(t) —p(ho) = Y auwtt = axA§
k=0 k=0
=Y a(t* -2 =D ar(t* - Xp)
k=0 k=1

n k-1
Sy (ak (t—Xo) Y ¢ ,\{;-‘-‘)

k=1 1=0

n

k-1
=(=Ag) Y oa ¥ tHag " .
k=1

1=0

Polozme

n k-1
olt) = B 0% O
=0

k=1
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na pravé strané je ¢len s nejvys$i mocninou ¢ roven a,, t"~! a tedy ¢ je polynom stupné
n — 1 a plati
P(t) = p(Ao) + (t — o) q(2).

Q.E.D.

Dusledek 1: Polynom stupné n ma nejvyse n korenti.

Dukaz: Tvrzeni dokaZzeme indukei podle n—stupen polynomu.

(1) n = 0: Kazdy polynom nulového stupné je konstantni nenulova funkce, tudiZ nema
Zzadny koren.

(2) Necht kazdy polynom stupné n ma nejvyse n kofeni. Vezméme libovolny polynom
p stupné n+1. Podle véty 1 ma p alespon 1 kofen Ag. Podle véty 2 existuje polynom
q stupné n takovy, zZe

p(t) = p(Xo) + (t — Ao) q(t) = (t — Xo) q(2).

Podle indukéniho predpokladu ma ¢ nejvyse n korent a zrejmeé p ma nejvyse o jeden
koren vice nez ¢, tedy p ma nejvyse n + 1 korenti.

Q'EQD'
Dusledek 2: Koeficienty polynomu (a tedy i stupen) jsou uréeny jednoznacné.

Dikaz: Sporem: Necht existuje polynom p takovy, ze

pt) =) ajt! =) ¥,

7=0 3=0

a pritom

(37 = 0)(e; # Bj)-

Oznacme

k = max{j > 0la; # f;}.

Potom musi

k
(VteC)| D (e =Bt =0],
1=0

tj. polynom stupné k& by mél nekoneéné mnoho kotfenti, coz je spor s diisledkem 1.

Q.E.D.

Dusledek 3: Hodnoty dvou riznych polynomii téhoZ stupné n se mohou rovnat nej-
vySe v n bodech.

Dukaz: Budte p, ¢ dva rtizné polynomy stupné n. Pak p— ¢ je polynom stupné nejvyse
n a ma podle disledku 1 nejvyse n kofent.

Q.E.D.
Véta 3: Necht p je polynom stupné n > 1:

n
p(t) =) a;t)
j=0
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anecht )\, ..., \x jsou viechny jeho riizné kofeny, tj. k < n a (Vi,j € k,i # j)(\i # Aj).

Potom existuji jednoznacéné urcena prirozena ¢isla ny,...,ny takova, Ze
k
E n; =
ga=1
: (1)

p(t) = an [t - 20)™.

=1

Dukaz:

1)

2)

Existence éisel ny,...,ni s pozadovanymi vlastnostmi - indukei podle n. Pron =1
je tvrzeni zfejmé. Necht n > 1 a necht pro polynomy stupné n — 1 tvrzeni plati.
Podle Bezoutovy véty existuje polynom ¢ stupné n — 1 takovy, Ze pro kazdé t € C
plati p(t) = (t — Ax)q(t). Je-li ¢(Ax) # 0, potom podle indukéniho predpokladu
P (t=X)™ proteC
a Z:: 11 n; = n — 1. Oznadime-li ny = 1, dostavame tvrzeni véty.
Je-li ¢(Ax) = 0, dostaneme podle indukéniho predpokladu existenci pfirozenych
éisel ny,...,nk—1,nx s vlastnosti

existuji pfirozena é&isla ny,...,nk—; takova, ze q(t) = ay, []

k—1
g(t) = an(t — Ae)™ (¢ - XN)™ prokaidé t € C.

t=]

Polozime-li ny = nx + 1, jsou n;,...,n; hledana ¢isla pro polynom p, pro ktera
plati Z:;] Ri = n.
Jednoznaénost dokazeme sporem. Necht pro kazdé ¢t € C plati

k k

[T -2)™ = [T - 0™,

=1 s=1

kde n;, m; jsou pfirozena éisla, Zf=1 n; =n= ZLI m; a existuje i € k takové,
ze n; # m;. Dale pro jednoduchost oznaéeni predpokladejme, Ze my > nj (jinak

kofeny precislujeme). Potom pro kazdé ¢t € C plati

k-1 k-1
(t — )™ ( Tt - 2™ — (2= apy™— JFce= ,\,-)'"") £0:
=1 =1

To oviem znamena, 7e vyraz ve velké zavorce je nulovy pro vSechna t € C (jinak
by polynom na levé strané mél kladny stupen > ni, a tedy koneény pocet kofeni).
Plati tedy

k-1 k—1
H(t =) = (= A H(t — )™
o s=1

pro kazdé t € C, coz oviem pro t = A\; pravda neni (vpravo je nula, na levé strané
¢islo nenulové) - spor.

Q.E.D.
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Definice 3: Cislo n; z véty 3 nazyvime nasobnost kofene Ai, vyjadreni p(t) ve tvaru
(1) rozklad polynomu polynomu p na kofenové €initele.

Véta 4: Bud p polynom s realnymi koeficienty, necht A\g € C je koren p. Potom X, je
také koren p a nasobnosti Ay a Ay jsou stejné.

Dukaz: Bud §
p(t) = D a; ¥,
J=0

kde a j € R.
(1) Bud Ag kofen polynomu p. Protoze

n 4 n “Wh 0 IS g
P =) a;¥ =) ;8 =) a;ti =p(t),

=0 j=0 j=0

je také p(Xg) = 0, tj. také Ay je kofen Pp.
(2) Necht Ao mé nésobnost k. Je tedy pro kazdé t € C  p(t) = (t — A\o)* ¢(t), kde q je
polynom s vlastnosti g(Ag) # 0. Podle (1) plati

p(t) = p(?) = (F = X)* ¢(f) = (t — Xo)* q(?).
ProtoZe pro polynom h, h(t) = m, plati A(Xg) = g(Xo) # 0, je tedy Ay rovnéz
k-nasobny kofen polynomu p.

Q.E.D.

Disledek 4: Kazdy polynom lichého stupné s redlnymi koeficienty ma alesporn 1
realny koren.

Dusledek 5: KaZdy polynom s redlnymi koeficienty lze pséat ve tvaru souéinu poly-
nomi 1. stupné s realnymi koeficienty a polynomi 2. stupné s redlnymi koeficienty.

Dikaz: Bud p rozepsan dle véty 3 ve tvaru soudinu:

k
p(t) — H(t — )™
=1

Pro kofen A; jsou 2 moZnosti:
(1) Ai € R: Potom se v souéinu objevi n;—krat polynom 1. stupné s realnymi koefici-

enty
t— A

(2) Im A; # 0: Potom z véty 4 je téZ mezi kofeny \; se stejnou nasobnosti n; a v soudinu
se proto objevi n;—krat polynom 2. stupné s realnymi koeficienty

(t=Xi)(t=X) =2 —2(Re A}t + | \]?.

Q.E.D.
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