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Zkouška z předmětu 01MA1
• Budou se psát tři testy v průběhu semestru. Z každého testu lze získat 16 bodů, celkem tedy

16×3=48 bodů.
• Pokud se student zúčastnil všech tří testů, může mu být odpuštěna na jeho vlastní žádost prak-

tická (počítací) část zkoušky (pak jsou ony tři testy započítány místo ní; váha teoretické a praktické
části u zkoušky je přibližně stejná).
• Na zkoušku je možné se přihlásit jen s již získaným zápočtem ze cvičení. Testy se budou psát v

časech přednášek společně. Na testy i na zkoušku se registruje přes KOS.

Literatura
Přednáška:
• Edita Pelantová, Jana Vondráčková: Matematická analýza 1 (skriptum FJFI)
• Tento text je dostupný na webu: http://kmlinux.fjfi.cvut.cz/~postasev/
Cvičení:
• Edita Pelantová, Jana Vondráčková: Cvičení z matematické analýzy (úvod) (skriptum FJFI)
• Jan Mareš, Jana Vondráčková: Cvičení z matematické analýzy – Diferenciální počet (skriptum

FJFI)
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Logika
Matematika je jednou z nejstarších věd. Oproti obsahové charakterizaci matematiky se však od

vzniku řecké matematiky (Eukleides, 300 př. Kr.) nezměnila podstata matematické metody: každé
nové tvrzení je třeba dokázat.1 Názory na to, co je to vlastně důkaz, se postupně vyvíjely. Avšak od
samých počátků hrála velmi významnou roli logika jako základní prostředek k budování matematické
teorie.

Logika není oborem matematiky, studuje se především na filozofických fakultách. Jejím předmětem
je smysluplná řeč, tedy i řeč o tom, co je pravdivé a jak z daných pravd odvozovat pravdy jiné. (Před-
mětem logiky není to, co zkoumá jazykověda, a sice zkoumání řeči ve smyslu tvaroslovném.)

Existuje tzv. matematická logika, kdy se předmět logiky zkoumá matematickými prostředky, to je
však pouze jeden úhel pohledu (formální a idealizovaný). Přitom ovšem jsou k tomuto zkoumání
nutné poznatky z různých dalších matematických teorií, např. teorie množin.

Otázka zní: kde začít? Potřebujeme-li k vybudování matematické logiky poznatky z matematiky,
konkrétně z teorie množin, a k vybudování teorie množin (jako i všech dalších matematických teorií)
se používá matematická logika, je otázka, zda se nedopouštíme „odvození kruhem“. Proto se při zkou-
mání matematické logiky zavádí označení metateorie pro teorii, v jejímž rámci se náš výzkum odehrává,
a označení metajazyk pro jazyk, který metateorie používá.

1 A. Einstein k tomu kdysi řekl: „Matematika požívá oproti jiným vědám mimořádné vážnosti. Její
věty jsou absolutně jisté a nepopiratelné, zatímco ve všech ostatních vědách jsou důkazy do jisté míry
sporné a jsou vždy vystaveny nebezpečí, že nově odhalené skutečnosti je vyvrátí.“
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3.1. Výrokový počet

Nejjednodušší oblastí matematické logiky je tzv. výrokový počet. Jde o zkoumání logických spojek a
výroků, které jsou jimi tvořeny z výroků jednodušších. (Nezajímáme se o vnitřní strukturu výroků.)

Problematický je už pojem výrok. V logice se obvykle „definuje“ jako cosi, o čemž má smysl se ptát,
zda je to pravdivé či nepravdivé. V matematické logice pravdivému výroku přiřazujeme pravdivostní
hodnotu 1, nepravdivému 0.2

Výrokové proměnné, zastupující výroky, značíme obvykle velkými písmeny, např. A, B, ....
Výrokový počet tvoří složitější výroky z jednodušších pomocí výrokových spojek. Základní výro-

kové spojky jsou negace ¬, implikace ⇒, konjunkce ∧, disjunkce ∨, ekvivalence ⇔, přičemž každé
správné (smysluplné) slovo (nazývané též formule) se tvoří konečným počtem aplikací těchto výroko-
vých spojek na výrokové proměnné. Protože priorita operací obvykle není předem domluvena, použí-
váme závorek (, ).3 Například

P⇒(¬¬(Q ∨ ¬(R ∧ ¬Q)))
je formule, ale

PP⇒)))QP¬

formule není (je to nesmysl). Pravdivostní hodnota složených formulí je dána následující tabulkou:4

2 Gottlob Frege považoval přechod od výroků k pravdivostním hodnotám za rozhodující abstrahu-
jící krok ve formální logice.

3 Většinou má negace prioritu nejvyšší, implikace a ekvivalence nejnižší.
4 U implikace je často markantní rozdíl od běžného porozumění. Např. pro pravdivost věty „Nejela

tramvaj, a proto jsem přišel pozdě“ při matematizaci stačí, že jsem přišel pozdě. Naopak v běžném pojetí je
věta považována za lež, pokud porucha v dopravě nebyla.
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A B ¬A A⇒B A ∧ B A ∨ B A⇔B
0 0 1 1 0 0 1
0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 0 0 1 0
1 1 0 1 1 1 1

Ve výrokovém počtu jsou zvláště zajímavé ty formule, které jsou pravdivé bez ohledu na prav-
divostní hodnoty použitých výrokových proměnných, tzv. tautologie. Pro zjišťování, zda je formule
tautologií, lze použít metodu tabulek. Zvláště významné tautologie (logické zákony) jsou např.

(A ∧ A)⇔A (A ∨ A)⇔A idempotence
(A ∧ B)⇔(B ∧ A) (A ∨ B)⇔(B ∨ A) (komutativita)
((A ∧ B) ∧ C)⇔(A ∧ (B ∧ C)) ((A ∨ B) ∨ C)⇔(A ∨ (B ∨ C)) (asociativita)
(A ∨ (B ∧ C))⇔((A ∨ B) ∧ (B ∨ C)) (A ∧ (B ∨ C))⇔((A ∧ B) ∨ (B ∧ C)) distributivita
¬(A ∧ B)⇔(¬A ∨ ¬B) ¬(A ∨ B)⇔(¬A ∧ ¬B) (de Morgan)
(A⇒B)⇔(¬A ∨ B) ¬(A⇒B)⇔(A ∧ ¬B) (implikace)
(A1⇒(A2⇒B))⇔((A1 ∧ A2)⇒B) (A⇒B)⇔(¬B⇒¬A)
(A ∧ (A⇒B))⇒B modus ponens
A ∨ ¬A tertium non datur
A⇔¬¬A dvojitá negace
¬(A ∧ (¬A)) principium contradictionis
(¬A⇒A)⇒A reductio ad absurdum
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3.2. Predikátový počet

Výrokový počet odhlíží od vnitřní struktury výroků, což je zřejmá nevýhoda. Tak například sice
umožňuje z výroků „Les je zelený“ a „Obloha je modrá“ odvodit výrok „Les je zelený a obloha je modrá“, ale
neumožňuje z předpokladů „Sokrates je člověk“ a „Každý člověk je smrtelný“ vyvodit intuitivně zřejmý závěr,
že „Sokrates je smrtelný“.

Predikátová logika zavádí proto navíc tzv. predikáty (výrokové formy), obsahující proměnné, na-
příklad

V(x)=„x je smrtelný“,
a umožňuje tzv. kvantifikaci, tj. použití kvantifikátorů ∀ (pro každé) a ∃ (existuje).

Je důležité, že za proměnné nemůžeme dosadit „cokoliv“. Proměnné mají za obor proměnnosti
individua z konkrétní situace, kterou zkoumáme, mohou to být např. reálná čísla, přímky, roviny,
apod. Místo proměnné můžeme dosadit výstup vzniklý konečným počtem aplikací funkčních symbolů
(nazývaný term), např. jsou-li x, yproměnné, za něž dosazujeme reálná čísla, je x+y term (jejich součet).
Dosazením termu do predikátu vznikne výrok.

Formule se predikátovém počtu tvoří jako v počtu výrokovém, tj. aplikací výrokových spojek,
ovšem navíc s tím, že je-li A formule, pak i

(∀x)A a (∃x)A
jsou opět korektní formule.

8



Užitečné formule:5

¬(∀ x)A(x)⇔(∃ x)¬A(x) negace
¬(∃ x)A(x)⇔(∀ x)¬A(x)
(∀ x)(∀ y)A(x,y)⇔(∀ y)(∀ x)A(x,y) komutativita kvantifikátorů stejného druhu
(∃ x)(∃ y)A(x,y)⇔(∃ y)(∃ x)A(x,y)
(∀ x)(A(x)⇒B(x))⇒((∀ x)A(x)⇒(∀ x)B(x)) distributivita9

(∀ x)(A(x)⇒B(x))⇒((∃ x)A(x)⇒(∃ x)B(x))10

(∀ x)(A(x) ∧ B(x))⇔((∀ x)A(x) ∧ (∀ x)B(x))
(∃ x)(A(x) ∨ B(x))⇔((∃ x)A(x) ∨ (∃ x)B(x))
(∃ x)(A(x) ∧ B(x))⇒((∃ x)A(x) ∧ (∃ x)B(x))
((∀ x)A(x) ∨ (∀ x)B(x))⇒(∀ x)(A(x) ∨ B(x))
(∃ x)(∀ y)A(x,y)⇒(∀ y)(∃ x)A(x,y)11

(∃ x)(∀ y)(A(x)⇒B(y))⇔(∀ y)(∃ x)(A(x)⇒B(y))

Kvantifikace je umožněna právě přes uvažovaný obor proměnnosti. Vzniká tak tzv. logika prvního
řádu, v matematice používaná téměř výhradně.18

5 Pro přehlednost jsou vynechány některé závorky.
6 Asociativita nemá u kvantifikátorů smysl, pořadí je dáno stavbou formule.
7 Pozor, formule (∃ x)(A(x)⇒B(x))⇒((∃ x)A(x)⇒(∃ x)B(x)) neplatí.
8 Pozor, opačná implikace neplatí.
9 Existují i logiky vyšších řádů než prvního, které mají lepší vyjadřovací schopnost. Vyznačují se

např. tím, že v nich lze kvantifikovat nejen přes individua, ale i přes predikáty. Například výrok „Petr a
Karel mají nějakou společnou vlastnost“ jde v logice druhého řádu zachytit ve tvaru (∃P)(P(Karel)∧P(Petr)).
Kvantifikace přes predikát P je ovšem v logice prvního řádu zakázána. Logika prvního řádu má některé
(dobré) vlastnosti, které logiky vyšších řádů obecně postrádají, např. je sémanticky úplná (výrok je
dokazatelný tehdy, platí-li ve všech modelech, viz dále), je kompaktní (každá sporná množina výroků
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3.3. Axiomatické pojetí matematiky

Při výkladu je potřeba z něčeho vyjít. U každého pojmu, který používáme, je potřeba dát jeho
definici. Tato definice ovšem obsahuje další pojmy; je třeba se někde zastavit, na jisté úrovni pojmy
považovat za známé a z nich vytvářet další pojmy.

Např. v geometrii jsou základními pojmy bod, rovina, přímka. Pokud intuitivně víme, co je to
bod, rovina, přímka a předpokládáme, že víme, co znamená „bod leží v rovině“, „bod leží na přímce“ a
„přímka leží v rovině“, můžeme pomocí těchto primitivních pojmů definovat další, např. kružnici, tečnu,
rovnoběžky, atd. Tak postupně vytvoříme celou teorii. Protože jistě nelze připustit, aby si každý
představoval pod pojmy bod, rovina, přímka cokoliv, stanovíme „pravidla počítání“, tzv. axiomy, které
určují zacházení s těmito primitivními pojmy. Z těchto axiomů vycházíme při budování další teorie.

Například postulujme následující axiomy:

Axiom 1: Ke každým dvěma bodům existuje právě jedna přímka, na které tyto body leží.
Axiom 2: Leží-li dva různé body přímky v rovině, leží všechny body této přímky v této rovině.

Z axiomu 1 lze logickými soudy odvodit následující větu:

Věta: Dvě různé přímky mají buď jediný společný bod nebo žádný společný bod.

Každou větu je třeba dokázat:

Důkaz věty: Pokud by dvě různé přímky měly alespoň dva společné body, pak by podle axiomu
existovala pouze jedna přímka, na které tyto body leží, což je spor.

obsahuje konečnou spornou podmnožinu) a má tzv. Skolemovu vlastnost (každá množina výroků,
která má model, má nejvýše spočetný model). V neposlední řadě jde pro každé tvrzení v logice prvního
řádu rozhodnout v konečně mnoha krocích (pomocí počítače), zda je pravdivé, a počítač také může být
použit k tomu, aby, pokud poběží dostatečně (nekonečně) dlouho, postupně vypsal všechna pravdivá
tvrzení vyvíjené teorie.
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Teprve na základě platnosti této věty lze vyslovit následující definici:

Definice: Dvě různé přímky nazýváme a) různoběžné, mají-li jeden společný bod, b) rovnoběžné,
nemají-li společný žádný bod a existuje-li rovina, která tyto dvě přímky obsahuje, c) mimoběžné,
nejsou-li ani různoběžné ani rovnoběžné.

Tak lze pokračovat dále, odvozovat další věty a definovat nové pojmy.

Uveďme nyní jiný příklad. Jsou tři přátelé, Pavel, Jirka a Jarda. Jeden z nich je kuchař, jeden
inženýr, jeden zahradník. Jedou spolu v tramvaji a sedí vedle sebe. Přitom víme, že:

(1) Jarda nesedí vlevo.
(2) Pavel je kuchař.
(3) Uprostřed nesedí zahradník.
(4) Vpravo je Jirka.

Otázka zní: Čím je Jarda? Logickými úvahami dospějeme postupně lehce k následujícím závěrům:

(5) Jarda sedí uprostřed.
(6) Pavel sedí vlevo.
(7) Vpravo sedí zahradník.
(8) Jarda je inženýr.

Z hlediska matematické teorie zde máme primitivní pojmy Jarda, Jirka, Pavel, inženýr, zahradník,
kuchař; dále sedět vlevo, sedět vpravo, sedět uprostřed. Máme dány axiomy (1)–(4) a z nich jsme
vyvodili věty (5)–(8).

Všimněme si, že pokud si představíme, že Pavel je vlčák, Jarda teriér a Jirka jezevčík, zahradník
bude mít smysl „černý pes“, inženýr „bílý pes“ a kuchař „hnědý pes“, pak nám naše věty dávají odpověď
na otázku „Jaké barvy je teriér?“: věta (8) říká, že teriér je bílé barvy. To je příklad konkrétní interpre-
tace, tzv. modelu dané teorie.
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Uvažme nyní podobnou úlohu s tím, že soustavu axiomů pozměníme takto:

(1) Jarda nesedí vlevo.
(2) Pavel je kuchař.
(3) Uprostřed nesedí zahradník.
(4) Vpravo je Jirka.
(5) Pavel sedí vlevo.

Vidíme, že axiom (5) je zde nadbytečný. Jde totiž odvodit z axiomů (1)–(4). Je zřejmé, že je třeba
se vždy snažit o co nejmenší počet axiomů, je důležité, aby axiomy byly na sobě nezávislé.

Pozměňme nyní výchozí axiomy takto:

(1) Jarda nesedí vlevo.
(2) Pavel je kuchař.
(3) Uprostřed nesedí zahradník.
(4) Jirka je uprostřed.
(5) Inženýr je vpravo.

Odtud lehce odvodíme, že:

(6) Jarda sedí vpravo.
(7) Pavel sedí vlevo.
(8) Jarda je inženýr.
(9) Kuchař je vpravo.
(10) Zahradník je uprostřed.

Vidíme, že jsme se dostali do sporu, axiom (3) odporuje odvozenému tvrzení (10). Při volbě ax-
iomů musíme být nanejvýš opatrní, axiomy musí být tzv. bezesporné, což zvláště u složitějších matem-
atických teorií může být velkým problémem ověřit.

Konečně uvažme poslední variantu takto:
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(1) Jarda nesedí vlevo.
(2) Pavel je kuchař.
(3) Inženýr sedí vpravo.
(4) Jarda není zahradník.

Lehko zjistíme, že

(5) Jarda sedí vpravo.

Ovšem to je asi tak všechno. Nyní máme dvě možnosti:

(61) Pavel sedí vlevo.
(62) Pavel sedí uprostřed.

Žádné z těchto tvrzení není upřednostněné. Z axiomů (1)–(4) nikterak neplyne, kde sedí Pavel.
Můžeme zkonstruovat dvě teorie: v jedné Pavel sedí vlevo, v druhé uprostřed. Vidíme, že soustava ax-
iomů (1)–(4) nebyla tzv. úplná. V takovém případě je nutné se rozhodnout z nějakého jiného důvodu,
jaký axiom k teorii přidat. Někdy se ovšem stane, že existují „dobré“ důvody jak pro přidání tvrzení,
tak jeho opaku.

Z axiomů 1 a 2 pro geometrii, jak jsme je uvedli na začátku, například neplyne tvrzení o rovnoběž-
kách:

Eukleidův axiom o rovnoběžkách: Daným bodem lze vést k dané přímce právě jednu rovnoběžku.

Ukázat, že dané tvrzení z axiomů neplyne, je možné například nalezením modelu, v kterém toto
tvrzení neplatí. Uvažme následující model geometrie: rovina bude pro nás vnitřek kruhu v rovině,
přímky pro nás budou tětivy této kružnice (bez krajních bodů) a body budou vnitřní body tohoto
kruhu:
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rovina pøímky body

x

x

x

Pak jsou ovšem axiomy 1 a 2 splněny a je vidět, že daným bodem lze vést k dané přímce více než
jednu rovnoběžku (dokonce nekonečně mnoho).

rovnobìžky

x x
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Na závěr uveďme pro zajímavost axiomy (přesněji axiomatická schemata), s jejichž pomocí jde
odvodit jakákoliv platná formule v logice prvního řádu:

1) A⇒(B⇒A)
2) (A⇒(B⇒C))⇒((A⇒B)⇒(A⇒C))
3) (¬A⇒¬B)⇒(B⇒A)
4) (∀ x)(A⇒B)⇒(A⇒(∀ x)B) (tzv. axiom distribuce)21

5) (∀ x)A⇒A(x/t) (tzv. axiom substituce)22

3.4. Neúplnost a nedokazatelnost aritmetiky a ostatních dostatečně silných matema-
tických teorií

David Hilbert ve dvacátých letech 20. století formuloval požadavek na sestavení kompletního
soupisu axiomů k formalizaci všech existujících matematických teorií. Tento soubor axiomů měl
splňovat dříve uvedené vlastnosti: měl být bezesporný a kompletní. Tvrdou ránu této představě za-
sadil brněnský rodák, Kurt Gödel, kterému na byla nedávno v Brně na jeho domě v Pellicově ulici
odhalena pamětní deska. Jak ukázal v roce 1931, něco takového není v zásadě možné. Dokázal, že
každá dostatečně silná matematická teorie, která v sobě bude obsahovat axiomy pro sčítání a násobení
přirozených čísel, není kompletní. Vždy totiž bude existovat smysluplný výrok, který nebude možné
ani dokázat, ani vyvrátit. (Ten sice můžeme přidat jako axiom, ale opět nebudeme u konce, budou

10 Lze použít, pouze pokud A neobsahuje volný výskyt proměnné x tj. nekvantifikovaný kvan-
tifikátory ∀ x nebo ∃ x

11 x/t značí nahrazení proměnné x termem t; axiom lze použít, jen pokud se žádný volný výskyt x
nevyskytuje v rozsahu žádného kvantifikátoru vážícího libovolnou proměnnou z termu t.
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existovat další nerozhodnutelná tvrzení, atd.) Co hůře: navíc nevíme, zda taková teorie je konzis-
tentní. Gödel totiž dokázal, že pokud lze (v rámci dané teorie) dokázat, že je konzistentní, pak je
nekonzistentní.27

Ačkoliv Gödelovy výsledky do značné míry šokovaly tehdejší matematickou obec, protože ukázaly,
že není možné axiomatickou metodou formalizovat kompletně celou matematiku, je to možné udělat
pro její podstatnou dnes používanou část. Zermelo-Fraenkelova teorie množin (spolu s axiomem
výběru, zkráceně ZFC, viz dále) spolu s logikou prvního řádu, jak jsme si ji představili, tvoří dostatečně
bohatý a všeobecně přijímaný základ, na kterém drtivá většina dnešních matematiků buduje své teorie.
Aniž by věděli, zda tento základ je konzistentní, a i když vědí, že se mohou čas od času objevit neroz-
hodnutelná tvrzení.28

Množiny
Naivní teorie množin29 vede k problémům.30 Proto bylo přistoupeno k sestavení tzv. axiomatické

teorie množin.
27 Hermann Weyl k tomu poznamenal, že „matematika není žádný automat, který za 10 centů vy-

plivne balík axiomů, definic a lemmat a už se ani nehne.“
28 Příkladem takového nerozhodnutelného tvrzení je např. slavná hypotéza kontinua, viz dále.
29 Georg Cantor, 19. století: „Množina je kolekce určitých, různých objektů v naší mysli; tyto objekty

se nazývají prvky množiny.“
30 Bertrand Russell, 1901: Uvažme množinu R všech množin, které nejsou prvkem sama sebe. Pokud
R∈R, pak R je prvkem sama sebe, tedy R 6∈R, spor. Pokud R 6∈R, pak R není prvkem sama sebe, tedy
podle definice R musí být R ∈ R, opět spor. (Holič holí ty muže, kteří se neholí sami. Holí holič sám
sebe?)
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Proměnné v predikátech mají nyní za obor všechny množiny. Na začátku startujeme s atomární
formulí pouze jednoho jediného typu: X ∈ Y (čteme X je prvkem či elementem Y). Všechny další
pravdivé formule jsou odvozeny pouze pomocí axiomů logiky prvního řádu a následujících axiomů
teorie množin:

1. (∀ X)(∀ Y)
(

(∀ Z)(Z∈X⇔Z∈Y)⇒(∀ Z)(X∈Z⇔Y∈Z)
)

(axiom extenzionality; pokud dvě množiny

obsahují stejné prvky, patří do stejných množin).

2. (∀ X)
(

(∃ Y)Y ∈ X ⇒ (∃ Y)(Y ∈ X ∧ ¬(∃ Z)(Z ∈ Y ∧ Z ∈ X))
)

(axiom regularity; každá neprázdná

množina X obsahuje prvek Y tak, že X a Y jsou disjunktní).

3. (∀ A)
[(
∀ X ∈ A(∃1 Y)ϕ(X,Y)

)
⇒

(
(∃ B)(∀ Y)(Y ∈ B ⇔ (∃ X ∈ A)ϕ(X,Y))

)]
(axiomatické schema

nahrazení; zaručuje existenci podmnožiny A popsané pomocí ϕ).31

4. (∀ F)(∃ A)(∀ Y)(∀ X)X ∈ Y ∧ Y ∈ F ⇒ X ∈ A (axiom sjednocení; zaručuje existenci množiny
obsahující každý prvek každého prvku F).

31 Množinu takových X, které patří do A a současně je pro ně splněna formule ϕ(X), značíme takto:
{X∈A|ϕ(X)}.

(∀ X∈A)... je zkratka za (∀ X)(X∈A)⇒ ....
(∃ X∈A)... je zkratka za (∃ X)(X∈A) ∧ ....
∃1 Y znamená „existuje právě jedno Y“; je to zkratka za (∃ Y)(ϕ(X,Y) ∧ (∀ Z)ϕ(X,Z)⇒Y=Z).

Rovnost dvou množin definujeme takto: X=Y⇔
(

(∀ Z)Z∈X⇔Z∈Y
)

. Tj. množiny se rovnají právě

tehdy, pokud obsahují stejné prvky.
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5. (∃ A)
(
{} ∈ A ∧ (∀ Y)(Y ∈ A ⇒ Y∪{Y} ∈ A)

)
(axiom nekonečna; zaručuje existenci množiny

přirozených čísel).32

6. (∀ X)(∃ Y)(∀ Z)Z ⊂ X⇒ Z ∈ Y (axiom o potenční množině; pro každou množinu X existuje tzv.
potenční množina obsahující všechny její podmnožiny).33

7. (∀ X)(∃ Y)(∀ Z)(∀W)
(

(Z∈W ∧W∈X)⇒∃ V ∀ U((∃ T)((U∈W ∧W∈T) ∧ (U∈T ∧ T∈Y))⇔U=V)
)

(axiom výběru; pro každou množinu X existuje Y— kolekce párů, jeden pár pro každý neprázdný prvek
X; jeden prvek páru je prvkem X a druhý je libovolným prvkem tohoto prvku).

4.1. Přirozená čísla

V rámci axiomaticky vybudované teorie množin v matematice pracujeme pouze s objekty, které
jsou množinami, nic jiného nemáme k dispozici.

Jako příklad vývoje základní teorie uveďme zavedení přirozených čísel. Označme
0={}

a dále
1=0∪{0}={}∪{0}={{}},

2=1∪{1}={{}}∪{{{}}}={{},{{}}},

3=2∪{2}= ...={{},{{}},{{},{{}}}},
atd.

32 Ze schematu nahrazení plyne, že existuje právě jedna prázdná množina. Značíme ji obvykle {}
nebo ∅.
33 Potenční množinu k množině A označujeme obvykle P(A).
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Množinu I nazveme induktivní, pokud má následující dvě vlastnosti:
1. {}∈ I,
2. (∀ x)x∈ I⇒x∪{x}∈ I.
Pak množinu přirozených čísel včetně nuly34 můžeme definovat jako nejmenší induktivní množinu,

tj. klademe
N0 ={x∈A|(∀ I induktivní)(x∈ I)},

kde A je libovolná induktivní množina; její existence je zaručena axiomem 5. S takto zavedenými
přirozenými čísly dále snadno definujeme jejich sčítání, násobení atd., zavedeme čísla celá, racionální,
reálná atd., o kterých lze pak dokázat ta tvrzení a vlastnosti, na které jsme zvyklí.

4.2. Zápisy množin

Pro zápis množin máme několik způsobů. Jednak lze použít výčtový zápis pomocí složených
závorek.

Např. množinu, která obsahuje právě prvky x,y,z značíme {x,y,z}.
Pokud množina obsahuje mnoho prvků, lze někdy použít znak „...“:
Např. množina přirozených čísel N={1,2,3,...}.
Mnohdy je výčtový způsob zápisu nevhodný. Pak lze využít jiný způsob — zápisu pomocí formule.

Jak už bylo řečeno, množinu takových x, které patří do A a současně je pro ně splněna formule ϕ(x),
značíme takto: {x∈A|ϕ(x)}.

Je tedy např. {n∈N|n<5}={1,2,3,4}.
Existuje-li množina B tak, že platí (∀ x)ϕ(x)⇒x∈B, pak lze místo {x∈B|ϕ(x)} psát pouze {x|ϕ(x)}.

34 Do přirozených čísel obvykle nulu neřadíme.
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4.3. Základní operace s množinami

Buďte A,B množiny. Pak říkáme, že A je podmnožinou B, pokud

(∀ x)
(

(x∈A)⇒(x∈B)
)
.

Píšeme A⊂B.
Např. {1,2,5}⊂{1,2,3,4,5,6}.
Pro každé tři množiny A,B,C platí
A⊂A,
A⊂B ∧ B⊂A⇒A=B,
A⊂B ∧ B⊂C⇒A⊂C.

Pokud je A⊂B a současně A 6=B, říkáme, že A je vlastní podmnožina B a píšeme A$B.
Např. {n∈N|(∃ k∈N)(n=3k)}$N.

Buďte A,B množiny. Pak průnik množin A∩B definujeme jako množinu prvků patřících do A i do
B současně:

A∩B={x∈A|x∈B}.
Sjednocení množin A∪B definujeme jako množinu prvků patřících do A nebo doB (přičemž mohou

patřit do obou). (Existenci sjednocení zajišťuje axiom o sjednocení.)
Rozdíl množin A−B definujeme jako množinu všech prvků, které patří do A, ale ne do B:
A−B={x∈A|x /∈B}.

Je-li např. A={1,2,3} a B={2,3,5}, pak A∪B={1,2,3,5}, A∩B={2,3}, A−B={1} a B−A={5}.
Pro každé tři množiny A,B,C platí
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A∩B=B∩A, komutativita
A∪B=B∪A.
(A∩B)∩C=A∩(B∩C), asociativita
(A∪B)∪C=A∪(B∪C).

Asociativita ospravedlňuje zápis bez závorek: lze psát A∪B∪C a A∩B∩C.
Dále platí:
A∩(B∪C)=(A∩B)∪(A∩C), distributivita
A∪(B∩C)=(A∪B)∩(A∪C).
C−(A∩B)=(C−A)∪(C−B), de Morgan
C−(A∪B)=(C−A)∩(C−B).

Uvedené a další formule se hezky ozřejmují pomocí Vennových diagramů:
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A

B

C

Pojmy průnik a sjednocení jdou zobecnit pro libovolný počet množin. Např. místo A1∪A2∪...∪An

používáme zápis
n⋃
j=1

Aj, podobně pro průnik.
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4.4. Uspořádaná dvojice, kartézský součin

Dvouprvková množina {a,b} = {b,a}, jinými slovy nezáleží na pořadí. Pro další účely se hodí
definovat uspořádanou dvojici prvků (a,b) vztahem

(a,b)={{a},{a,b}}.
Je zřejmé, že (a,b)=(c,d)⇔a= c ∧ b=d.
Pomocí vztahů

(a,b,c)=((a,b),c),
(a,b,c,d)=((a,b,c),d),
...

definujeme uspořádané trojice, čtveřice atd.
Jsou-li A,B množiny, pak kartézský součin A×B je množina všech uspořádaných dvojic (a,b) tako-

vých, že a∈A a b∈B.

Kombinuje se tedy „každý s každým“, např. je-li A = {1,2} a B = {10,11,12}, pak A×B =
={(1,10),(1,11),(1,12),(2,10),(2,11),(2,12)}.

Zápis A×A zkracujeme jako A2.

4.5. Zobrazení

Základním pojmem v matematice je pojem zobrazení neboli funkce.35

Nechť A,B jsou libovolné množiny. Zobrazením nazveme každou podmnožinu f ⊂ A×B, která
splňuje vztah

35 Přestože se tyto pojmy občas rozlišují, pro nás budou splývat.
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(∀ x,y,z)((x,y)∈ f ∧ (x,z)∈ f⇒ y= z).36

Je-li (x,y)∈ f , pak pro y používáme též značku f(x), píšeme tedy y= f(x).
Např. f1 ={(1,6),(2,5),(3,6)} je zobrazení, ale f2 ={(1,6),(2,5),(2,2)} zobrazení není.

K pojmu zobrazení se váže několik dalších důležitých definic:
Množinu
Df ={x|(∃ y)(y= f(x))}

nazýváme definiční obor zobrazení f .
Množinu
Hf ={y|(∃ x)(y= f(x))}

nazýváme obor hodnot zobrazení f .
Tedy f1 ={(1,6),(2,5),(3,6)}má Df1 ={1,2,3} a Hf1 ={5,6}.

Fakt Df =A ∧ Hf ⊂B zapisujeme zkráceně takto:
f : A→B.

Hovoříme o zobrazení množiny A do množiny B.
V našem příkladu lze například napsat f1: {1,2,3}→R, ale třeba i f1: {1,2,3}→N.

(Poznámka: někdy se můžeme setkat i se značkou
f : (A)→B,

ta znamená, že Df ⊂A ∧ Hf ⊂B, hovoříme o zobrazení z množiny A do množiny B.)
Můžeme se tedy psát třeba f1: (R)→R.

Je zřejmé, že dvě zobrazení f,g se rovnají, pokud platí

21 ∀ x,y,z je zkratka za ∀ x ∀ y ∀ z.
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Df =Dg ∧ (∀ x∈Df)(f(x)=g(x)).

Zobrazení f nazveme konstantní, pokud
(∀ x,y∈Df)(f(x)= f(y)).

Neprázdné konstantní zobrazení má jednoprvkový obor hodnot.

Nechť f : A→B je zobrazení, M množina. f/M — tzv. zúžení zobrazení f na množinu M definujeme
jako zobrazení, které splňuje

f/M: M∩A→B, ∀ x∈M∩A: f/M(x)= f(x).

Např. f1/{1,2,8}={(1,6),(2,5)}. Všimněme si, že nemusí být M⊂Df .

Nechť f : A→B je zobrazení, M množina. Obrazem množiny M nazýváme množinu
f(M)={y|(∃ x∈M)(y= f(x))}.37

Vzorem množiny M nazýváme množinu
f−1(M)={x|(∃ y∈M)(y= f(x))}.

Např. f1({0,1})={6}, f−1
1 ({6})={1,3}.

Nechť f : A→B, g: C→D jsou dvě zobrazení. Pak složeným zobrazením nazýváme zobrazení f◦g s
definičním oborem

g−1(A) (1)
které splňuje vztah(

∀ x∈g−1(A)
)(

(f◦g)(x)= f(g(x))
)
.

22 Zápis {y|(∃ x∈M)(y= f(x))} se často zkracuje jako {f(x)|x∈M}.
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Složme např. zobrazení f={(1,2),(2,4),(3,4)} a g={(0,5),(1,2),(2,3)}. Je
g−1(A)=g−1({1,2,3})={1,2},

dále f(g(1))= f(2)=4, f(g(2))= f(3)=4, takže f◦g={(1,4),(2,4)}.
Pro dvě zobrazení f,g obecně neplatí vztah f◦g=g◦f , složení není komutativní. Avšak je asociativní,

tj. pro libovolná tři zobrazení f,g,h platí f◦(g◦h) = (f◦g)◦h. To nás ospravedlňuje vynechat závorky a
psát f◦g◦h.

Buď f : A→B zobrazení, M libovolná množina. Říkáme, že zobrazení f je tzv.

1. injektivní (neboli prosté), pokud (∀ x,y∈Df)
(

(x 6= y)⇒(f(x) 6= f(y))
)

.

2. M-surjektivní (neboli na M), pokud M⊂Hf .
3. M-bijektivní (neboli M jednojednoznačné či vzájemně jednoznačné), pokud je současně injek-

tivní a M-surjektivní.
Např. zobrazení f1 = {(1,6),(2,5),(3,6)} není prosté, prvku 1 a 3 přiřazuje stejný prvek 6. Je na

{5,6}. Ale třeba také na {5}.

Zobrazení f nazýváme identické (neboli identita, jednotka), pokud
(∀ x∈Df)(f(x)=x).

Používáme pro něj značku Id nebo IdDf .

Pokud je zobrazení f prosté, definujeme inverzní zobrazení k f vztahem
f−1 ={(y,x)|(x,y)∈ f}.

Např. zobrazení f = {(1,6),(2,5),(3,10)} je prosté. f−1 získáme jednoduše prohozením hodnot v
závorkách: f−1 ={(6,1),(5,2),(10,3)}.

Inverzní zobrazení má prohozený definiční obor i obor hodnot: platí
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Df−1 =Hf , Hf−1 =Df .
Dále platí

f◦f−1 =IdHf , f−1◦f=IdDf .
Na závěr poznamenejme, že pojem graf funkce f je synonymem pro funkci samotnou, tj. pojmy

„graf funkce f“ a „funkce f“ mají naprosto stejný význam. Pojem graf používáme zejména tehdy, když
uspořádané dvojice zakreslujeme do kartézských souřadnic, kde na vodorovnou osu vynášíme prvky
definičního oboru a na svislou osu prvky oboru hodnot.

Např. graf funkce f={(1,3),(2,2),(3,−5)} vypadá takto:

1  2  3
0

1
2
3

–2
–3
–4
–5
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4.6. Množina reálných čísel

Množina reálných čísel R má následující důležité vlastnosti (říkáme také, že je tzv. uspořádaným
tělesem):

Pro všechna x,y,z∈R platí
1. x+y= y+x, xy= yx (komutativní zákon),
2. x+(y+z)=(x+y)+z, x(yz)=(xy)z (asociativní zákon),
3. x(y+z)=xy+xz (distributivní zákon),
dále platí
4. (∃1 0∈R)(∀ x∈R)(x+0=x) (existence nuly),
5. (∀ x∈R)(∃1 −x∈R)(x+(−x)=0) (existence opačného prvku k x),

6. (∃1 1∈R)
(

1 6=0 ∧ (∀ x∈R)(1·x=x)
)

(existence jedničky),

7. (∀ x∈R, x 6=0)(x·x−1 =1) (existence inverzního prvku k x),38

8. (∀ x,y∈R)(x5 y ∨ y5x),

9. (∀ x,y∈R)
(
x5 y⇒(∀ z∈R)(x+z5 y+z)

)
,

10. (∀ x,y,z∈R)(x5 y ∧ z=0⇒xz5 yz) (vlastnosti uspořádání).
11. R je tzv. úplná, viz dále.
Z těchto vlastností jdou odvodit všechny další vlastnosti reálných čísel.

Základními podmnožinami reálných čísel jsou tzv. intervaly.
Buďte a,b∈R, a<b. Pak definujeme po řadě uzavřený interval 〈a,b〉, polouzavřené intervaly 〈a,b)

a (a,b〉 a otevřený interval (a,b) jako množiny

38 (∀ x∈R, x 6=0)... je zkratka za (∀ x∈R)(x 6=0⇒ ...).
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〈a,b〉={x∈R|a5x5b},
〈a,b)={x∈R|a5x<b},
(a,b〉={x∈R|a<x5b},
(a,b)={x∈R|a<x<b}.39

polouzavøené intervaly

uzavøený interval

otevøený interval

4.7. Elementární funkce

Funkce, které mají za obor hodnot podmnožinu reálných čísel, se nazývají reálné funkce. Funkce,
které mají za definiční obor podmnožinu reálných čísel, se nazývají funkce reálné proměnné.

Buď n∈N0. Polynomem n-tého stupně (řádu) rozumíme reálnou funkci reálné proměnné ve tvaru
f(x)=anxn+an−1xn−1+...+a1x+a0,

24 Občas se místo špičatých závorek 〈,〉 používají hranaté [,].
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kde a0,a1,...,an jsou reálné konstanty, an 6= 0. Polynomy nultého řádu jsou konstantní funkce (kromě
nuly), polynomy prvního řádu se nazývají lineární funkce, druhého kvadratické, třetího kubické.

Podíl dvou polynomů se nazývá racionální funkce.
Funkce ve tvaru f(x) = xα, kde α ∈ R je konstanta, se nazývá mocninná. Definičním oborem

mocninné funkce je R+, někdy R−{0} či R (v závislosti na parametru α).
Funkce ve tvaru f(x) = ax, kde a ∈R+−{1}40 je konstanta, se nazývá exponenciální. Def. oborem

exponenciální funkce je R. Pokud je a= e (Eulerova konstanta, viz dále), používáme pro ex též značku
exp x.

Inverzní funkcí k funkci exponenciální je logaritmus logax (znač. případně lnx, pokud základem
je Eulerova konstanta e).

1

ln

1

exp

Def. obory a obory hodnot goniometrických funkcí shrnuje následující tabulka:41

40 R+ je zkratka za {x ∈R|x > 0}= (0,+∞). Dále R− = {x ∈R|x < 0}= (−∞,0), R±0 = {0}∪R±, podobně
pro Q a Z. O symbolu ±∞ viz dále.
41 O korektním zavedení obecné mocniny, logaritmu a goniometrických funkcí viz dále a též do-

poručená literatura.
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funkce def. obor obor hodnot
sin R 〈−1,1〉
cos R 〈−1,1〉
tg R−

{π
2

+kπ
∣∣∣k∈Z} R

cotg R−{kπ|k∈Z} R

ð 2ð0 ð–
2

sin cos

tg cotg

1

ð–
2

ð2ð

Protože goniometrické funkce nejsou prosté, definujeme k nim inverzní funkce cyklometrické tak,
že je zúžíme na intervaly, kde již prosté jsou.

funkce def. obor obor hodnot
arcsin 〈−1,1〉

〈
−
π
2
,
π
2

〉
arccos 〈−1,1〉 〈0,π〉
arctg R

(
−
π
2
,
π
2

)
arccotg R (0,π)
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arcsin arccos arctg arccotg

ð–
2

ð–
2

1–1 1–1

ð

ð–
2

–

ð–
2

ð–
2

–

ð

Pokud f1,f2 jsou reálné funkce, definujeme funkce f1+f2, f1−f2, f1f2 a
f1
f2

vztahy

(f1±f2)(x)= f1(x)±f2(x), Df1±f2 =Df1∩Df2,
(f1f2)(x)= f1(x)f2(x), Df1f2 =Df1∩Df2, (2)( f1
f2

)
(x)=

f1(x)
f2(x)

, D f1
f2

=Df1∩Df2−f
−1
2 ({0}).

Funkce vyjmenované výše a funkce, které z nich vzniknou konečným počtem aritmetických operací
±, ·, / a operací ◦ a −1, se nazývají elementární.

Mezi elementární patří tedy i tzv. hyperbolické funkce, definované vztahy

sinhx=
ex−e−x

2
, coshx=

ex+e−x

2
, tghx=

sinhx
coshx

, cotghx=
coshx
sinhx

a funkce k nim inverzní: argsinh, argcosh, argtgh a argcotgh (v případě argcosh opět po zúžení def.
oboru, neboť cosh není prostá).
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funkce def. obor obor hodnot
sinh R R
cosh R 〈1,+∞)
tgh R (−1,1)

cotgh R−{0} (−∞,−1)∪(1,+∞)

funkce def. obor obor hodnot
argsinh R R
argcosh 〈1,+∞) 〈0,+∞)
argtgh (−1,1) R

argcotgh (−∞,−1)∪(1,+∞) R−{0}

sinh cosh tgh cotgh

11

–1

1

–1

argsinh argcosh argtgh argcotgh

11 –1 1–1
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Pokud není řečeno jinak, učiníme úmluvu, že definiční obor identity budou všechna reálná
čísla. Definiční obor elementární funkce pak plyne z definice (2) a ze vztahu pro definiční obor složené
funkce (viz vztah (1)).

Proto např. definiční obor funkce f(x) =
√
x2−5, pokud nestanovíme jinak, je podle naší úmluvy

automaticky (−∞,−
√

5〉∪〈
√

5,+∞).

4.8. Ekvivalence množin

Říkáme, že množina A je ekvivalentní s množinou B (neboli má stejnou mohutnost), pokud exis-
tuje bijekce f : A→B množiny A na B. Značíme A∼B.
∼má tzv. vlastnosti ekvivalence. To znamená, že pro každé tři množiny A,B,C platí:
1. A∼A.
2. A∼B⇒B∼A.
3. A∼B ∧ B∼C⇒A∼C.

O množině A řekneme, že je
1. konečná, pokud je prázdná nebo ekvivalentní s {1,2,...,n} pro nějaké n∈N.
2. spočetná, pokud je ekvivalentní s N, nejvýše spočetná, pokud je spočetná nebo konečná.
3. nespočetná, pokud není ani spočetná ani konečná.

Množiny přirozených čísel N, celých čísel Z, racionálních čísel Q jsou spočetné.
Spočetnost Z plyne z existence bijekce, která je dána např. následující tabulkou:

1 2 3 4 5 6 7 ...
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

0 1 −1 2 −2 3 −3 ...

34



Sjednocení libovolného spočetného systému je opět spočetné.
Množina reálných čísel R je nespočetná.
Slavná hypotéza kontinua říká, že pokud X ⊂ R je nespočetná, už nutně X ∼ R (nerozhodnutelné

tvrzení v rámci ZFC).

4.9. Absolutní hodnota, trojúhelníková nerovnost

Pro každé a∈R zavádíme vztahem

|a|= �
@

a pro a=0,
−a pro a<0

velikost (absolutní hodnotu) reálného čísla a. Splňuje tzv. trojúhelníkovou nerovnost, tj. pro každá
dvě reálná čísla x,y platí

|x+y|5 |x|+|y|.

Často se hodí i nerovnost, která jde z trojúhelníkové lehce odvodit: |x−y|= ||x|−|y||.

4.10. Celá část

V dalším často využijeme následující funkci: pro každé x ∈ R definujeme jeho celou část [x] jako
největší celé číslo menší nebo rovno x. Celá část tedy splňuje nerovnost

x−1< [x]5x.

Např.
[−2]=−2, [5]=5, [3,7]=3, [−4,001]=−5.
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4.11. Signum

Bude se nám hodit i tzv. znaménková funkce: Pro každé x∈R definujeme

sgnx= ��
@@

−1 pro x<0,
0 pro x=0,
1 pro x>0.

4.12. Omezenost podmnožiny realných čísel, maximum, minimum

Řekneme, že podmnožina A⊂R je omezená shora, pokud
(∃ H∈R)(∀ x∈A)(x5H).

(Každé takové H s uvedenou vlastností nazýváme horní závora množiny A.)

otevøený interval (3,5) je omezený shora
7 je pøíklad horní závory.

1 2 3 5 7

,

Řekneme, že podmnožina A⊂R je omezená zdola, pokud
(∃ D∈R)(∀ x∈A)(x=D).
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(Každé takové D s uvedenou vlastností nazýváme dolní závora množiny A.)

množina pøirozených èísel je omezená zdola,
1 je pøíklad dolní závory.

1 2 3 54 ...

Pokud je množina A⊂R omezená současně shora i zdola, říkáme, že je omezená.

Říkáme, že číslo a∈A je minimem (nejmenším prvkem) množiny A⊂R právě tehdy, když
(∀ x∈A)(x=a).

Značíme ho minA.
Je např. min 〈1,8)=1. Ne každá množina má minimum: interval (−5,8〉minimum nemá.

Říkáme, že číslo b∈A je maximem (největším prvkem) množiny A⊂R právě tehdy, když
(∀ x∈A)(x5b).

Značíme ho maxA.
Např. max 〈10,20〉=20, ale max(−1,1) neexistuje.

4.13. Rozšíření množiny reálných čísel
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Množinu R rozšíříme o dva nové prvky, které označíme +∞ a −∞ (nazýváme je plus nekonečno
a mínus nekonečno).42 Označíme toto rozšíření R=R∪{+∞,−∞}.

Uspořádání na R rozšíříme vztahem
(∀ x∈R)(−∞<x<+∞).

Časem zavedeme i aritmetické operace na R.

Pojem otevřený interval a polouzavřený interval rozšiřujeme i na případy, kdy je mez u kulaté
závorky nekonečná, např.

〈a,+∞)={x∈R|a5x},
apod.

4.14. Supremum, infimum

Ne každá podmnožina R má minimum či maximum. Tyto dva pojmy lze však zobecnit na každou
podmnožinu R díky úplnosti R (vlastnost č. 11). Platí následující věty:

Nechť A⊂R. Pak ∃1 β∈R tak, že
1. (∀ x∈A)(x5β),
2. (∀ β′∈R,β′<β)(∃ x∈A)(x>β′).
Číslo β nazýváme supremum A, značíme supA.

Nechť A⊂R. Pak ∃1 α∈R tak, že
1. (∀ x∈A)(x=α),
2. (∀ α′∈R,α′>α)(∃ x∈A)(x<α′).
Číslo α nazýváme infimum A, značíme infA.

Má-li množina A⊂R maximum, pak supA=maxA. Podobně, má-li minimum, je infA=minA.

42 Důležitá poznámka: znaménko ± je pevnou součástí značky, nejedná se o unární plus či mínus;
tzn. psát∞místo +∞ je chyba!
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Triviální příklady:
sup 〈−1,5〉=5, sup 〈−1,5)=5, sup(−1,5)=5,
inf 〈−2,8〉=−2, inf (−2,8)=−2,
sup{1,2,3}=3, inf{1,2,3}=1, sup{}=−∞, inf{}=+∞,
infN=1, supN=+∞, infR=−∞, supR=+∞.

Méně triviální příklad: sup
{ n
n+1

∣∣∣n∈N}=?

4.15. Množina komplexních čísel

Množina komplexních čísel C je množina uspořádaných dvojic R2, na které je definováno sčítání
a násobení.

z=x+yi

x=Re z

y=Im z

arg z

|
|z
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Každé komplexní číslo z lze zapsat ve tvaru z= x+yi, kde x,y∈R a i je komplexní jednotka, i2 =−1.
x nazýváme reálnou částí z, y imaginární částí z; značíme x=Re z, y=Im z. (Reálná čísla považujeme
za speciální případ komplexních s nulovou imaginární částí, tj. R⊂C.)

Číslo z=x−yi nazýváme komplexně združené k z. Pro libovolná z,w∈C platí
z+w= z+w, zw= zw, z= z.

Číslo
√
x2+y2 nazýváme velikostí komplexního čísla z=x+yi, kde x,y∈R. Značíme ho |z|.

Platí pro ni trojúhelníková nerovnost, tj. pro každá dvě z,w∈C je
|z+w|5 |z|+|w|.

Každé komplexní číslo z lze vyjádřit v tzv. goniometrickém tvaru:
z= |z|(cosα+isinα),

kde α=arg z je úhel komplexního čísla z, zvaný též argument z. Důležitou identitou platící pro každé
komplexní číslo z je Moivrova věta:

zn= |z|n(cosnα+isinnα).

Buď a ∈ C, R > 0. Geometrický význam absolutní hodnoty jakožto vzdálenosti dvou bodů je
příčinou pojmenování množiny

{z∈C||z−a|<R} resp. {z∈C||z−a|5R}
názvem otevřený kruh resp. uzavřený kruh se středem v bodě a a poloměrem R.

Čárkováním vyznačujeme, že body ke kruhu nepatří.
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uzavøený kruh otevøený kruh

R

a

a R

4.16. Omezené podmnožiny komplexních čísel

Řekneme, že množina A⊂C je omezená právě tehdy, když
(∃ K>0)(∀ z∈A)(|z|5K).

Vlastně to znamená, že se A „schová“ do uzavřeného kruhu se středem v počátku a poloměrem K.
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omezená množina A

K

0

4.17. Rozšíření množiny komplexních čísel

Podobně jako množinu reálných čísel rozšíříme C o jeden prvek označený∞ (nazývaný nekoneč-
no). Rozšířenou množinu značíme C=C∪{∞}.43

4.18. Okolí bodů v R a C
43 Na rozdíl od ±∞∈R zde žádné znaménko není součástí značky. Je∞6=±∞, tedy R 6⊂C.
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Pro další účely je výhodné definovat pojem okolí.
Buď a∈R, ε>0. Interval (a−ε,a+ε) nazýváme ε-okolí bodu a. Značíme Ha(ε).44 Interval (a,a+ε)

resp. (a−ε,a) nazýváme pravé, resp. levé ε-okolí bodu a. Značíme H+
a (ε) nebo H−a (ε). Pravému a

levému okolí se říká též jednostranné okolí.
Buď α > 0. Interval (α,+∞) nazýváme α-okolím bodu +∞, značíme H+∞(α). Interval (−∞,−α)

nazýváme α-okolím bodu −∞, značíme H−∞(α).

H (å)a

a

okolí v reálných èíslech

a

å

å

a+åa–å

a–å

-H (å)a

a+å
å

a

+H (å)a

H (? )+∞H (? )–∞
?–? 0

44 Nebo, pokud nezáleží na tom, jak je okolí velké, použijeme jen značku Ha. Podobně i pro ostatní
typy okolí.
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Buď a∈C, ε > 0. Otevřený kruh {z∈C||z−a|< ε} nazýváme ε-okolím bodu a v C, značíme Ha(ε).
Množinu {z∈C||z|>α} nazýváme α-okolím bodu ∞, značíme H∞(α).

å

a

H (å)a

?

0

okolí v komplexních èíslech

H (? )∞
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Pokud napíšeme značku Ha(ε), je třeba dát pozor, neboť značka je stejná u komplexního i u reál-
ného okolí, ačkoliv jde o jinou množinu (reálné okolí je jen otevřený interval na reálné ose, komplexní
zahrnuje naproti tomu celý otevřený kruh v komplexní rovině); většinou je zřejmé z kontextu, jaký typ
okolí má dotyčný na mysli.

H (å)a

a

okolí v  vs. v  èíslechreálných komplexních

å

Číselné posloupnosti
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5.1. Základní vlastnosti

Posloupnost je synonymem pro zobrazení, jehož definiční obor je roven N. Místo zdlouhavého
psaní

f(1)= , g(1)=a1,
f(2)= , či g(2)=a2,
f(3)= , g(3)=a3,

... atd.

používáme úspornějších zápisů pomocí kulatých45 závorek:

f=( , , ,...) či g=(an)+∞
n=1 nebo jen g=(an).

Je-li obor hodnot posloupnosti ⊂C, pak mluvíme o číselné nebo komplexní posloupnosti. Jsou-li
v oboru hodnot pouze reálná čísla, mluvíme o reálné posloupnosti.

Protože je posloupnost zobrazení, váží se na ní samozřejmě všechny definice uvedené v kapitole
„Zobrazení“, takže je jasné, co znamená výrok „posloupnost je konstantní, prostá, ...“.

Např. posloupnost (1)+∞
n=1 = (1,1,1,1,1,...) je konstantní. Posloupnost přirozených čísel (n)+∞

n=1 =
=(1,2,3,4,5,6,...) je prostá.

45 Nikoliv složených, {2,4,6,8,...} je množina sudých čísel, ne posloupnost.
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Posloupnost (an) nazýváme
• omezená shora, pokud je její obor hodnot množina omezená shora,
• omezená zdola, pokud je její obor hodnot množina omezená zdola,
• omezená, pokud je její obor hodnot množina omezená,
• rostoucí, pokud (∀ n∈N)(an5an+1),
• klesající, pokud (∀ n∈N)(an=an+1),
• ostře rostoucí, pokud (∀ n∈N)(an<an+1),
• ostře klesající, pokud (∀ n∈N)(an>an+1),
•monotónní, pokud je klesající nebo rostoucí,
• ryze monotónní, pokud je ostře klesající nebo ostře rostoucí.

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

 1

 2

 3

posloupnost (ln n) je ostøe rostoucí, omezená zdola
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 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

 1

 2

 3

 4

 5

n+1posloupnost ((1+1/n) ) je ostøe klesající, omezená
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 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

-10
-9
-8
-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1

 1
 2
 3
 4
 5
 6
 7
 8
 9

 10

posloupnost (n sin n) není monotónní, 
není omezená zdola ani shora
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Posloupnost (bn) nazveme vybranou z posloupnosti (an), pokud existuje ostře rostoucí posloup-
nost přirozených čísel (kn) tak, že

(∀ n∈N)(bn=akn).

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

-2

-1

 1

 2

n
Posloupnost (1) je vybraná z posloupnosti ((-1) ),

kde (k )=(2n)n
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5.2. Limita posloupnosti

Buď (an) reálná posloupnost, a∈R. Říkáme, že (an) má limitu a v R, pokud

(∀ ε>0)(∃ n0∈R)(∀ n∈N, n>n0)(an∈Ha(ε)), (3)
kde okolí Ha(ε) uvažujeme reálné, tj. ⊂R.

Komplexní posloupnost (an) má limitu a ∈ C v C, pokud platí podmínka (3), pouze s tím, že
uvažujeme okolí Ha(ε) v C.

Skutečnost, že posloupnost (an) má limitu a zapisujeme takto:
lim(an)=a resp. častěji tradičně lim

n→+∞
an=a.

Vidíme, že definice limity posloupnosti v R a v C jsou formálně úplně stejné, liší se pouze tím, v
které množině se pohybujeme (v které uvažujeme limitní body a a dotyčná okolí).

Slovy se dá fakt lim
n→+∞

an=a vyjádřit například takto: v každém okolíHa leží všechny členy posloup-

nosti až na konečný počet výjimek.
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Při počítání limit reálných posloupností musíme dávat pozor, zda je v zadání napsáno „počítejte v
R“ nebo „počítejte v C“:

lim
n→+∞

(−1)nn v R neexistuje × lim
n→+∞

(−1)nn v C=∞.

-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

-2

-1

 1

 2
H∞

Na obrázku vidíme okolí H∞; všechny body až na konečný počet výjimek leží v tomto okolí.
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Platí následující věta: Číselná posloupnost může mít nejvýš jednu limitu.46

Jednoduché příklady:
Např. platí

lim
n→+∞

1
n

=0.

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

-1

 1

 0

46 Všimněme si, že teprve toto tvrzení opravňuje naše značení lim
n→+∞

an. Kdyby posloupnost mohla mít

dvě nebo více hodnot limit, nevěděli bychom, kterou z nich symbolem lim
n→+∞

an vlastně míníme.
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Na obrázku vidíme konkrétní volbu pro ε=0,4:

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

-1

 1

 0

å=0,4

n =napø. 2,50
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Na obrázku vidíme konkrétní volbu pro ε = 0,15. Vidíme, že při zmenšování okolí H0(ε) čím dál
více výjimek padá mimo toto okolí. Je to však pořád (a to je podstatné) pouze konečný počet výjimek.

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

-1

 1

 0

å=0,15

n =napø. 20/30
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Jiný triviální příklad: konstantní posloupnost (c)+∞
n=1 =(c,c,c,...) má za limitu číslo c:

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

c
å

n0
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Zavedeme následující terminologii: posloupnosti, která má konečnou limitu, říkáme konvergen-
tní. Posloupnosti, která nemá konečnou limitu, říkáme divergentní. Posloupnost mající limitu ±∞
nebo∞ říkáme podstatně divergentní. Posloupnost, která limitu nemá, se nazývá oscilující.

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10 11 12 13 14 15 16 17

-1

 1

Posloupnost (sin n) je oscilující

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

-1

 1

 2

 3

Posloupnost (√n) je podstatnì divergentní
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 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

-1

 1

 2

 3

Posloupnost (          )  je konvergentní - má za limitu èíslo 2

2
2n -3

2
n +2

______
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Abychom nemuseli dokazovat hodnoty limit z definice, což v mnoha případech může být velmi
obtížné, seznámíme se s některými větami, které výpočet limit usnadňují.

Věta o limitě vybrané posloupnosti: Nechť posloupnost (an) má za limitu číslo a. Pak i
každá z ní vybraná ma za limitu číslo a.

Například je zřejmé (dokážeme lehce z definice limity), že
lim
n→+∞

n=+∞.

Odtud pomocí předchozí věty dostaneme ihned, že například i
lim
n→+∞

n!+32n5−2n=+∞,

neboť posloupnost (n!+32n5−2n) je vybraná z posloupnosti (n).
Velmi často se používá důsledek této věty pro důkaz neexistence limity posloupnosti:

Lze-li vybrat z posloupnosti (an) dvě vybrané posloupnosti mající různé limity, pak pos-
loupnost (an) limitu nemá.

Posloupnost (an), kde an=cos
2πn
3

, nemá limitu, neboť obsahuje 2 posloupnosti s různými limitami.

Často lze s úspěchem použít následující mírnou modifikaci věty o limitě vybrané posloupnosti:
Nechť (an) má za limitu číslo a a (kn) je posloupnost přirozených čísel s limitou +∞. Pak posloupnost
(akn) (nazýváme ji skorovybraná z posloupnosti (an)) má také limitu a.

Např. posloupnost
(1
n

)
má za limitu číslo 0. Tedy i skorovybraná posloupnost

( 1
n+4+3(−1)n

)
má za limitu číslo 0. Vidíme, že nejde o vybranou posloupnost, neboť (n+4+3(−1)n) = (2,9,4,...) není
ostře rostoucí.
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Existence limity má vliv i na omezenost posloupnosti. Platí:
1. Má-li posloupnost konečnou limitu, je omezená.
2. Má-li reálná posloupnost limitu +∞, je omezená zdola a neomezená shora.
3. Má-li reálná posloupnost limitu −∞, je omezená shora a neomezená zdola.

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

-1

 1

 2

 3

Posloupnost (√n) má za limitu +∞
=> je neomezená shora, omezená zdola.

K
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Co na omezenost a limitu vliv nemá, je „mírná“ modifikace posloupnosti:
Přidáním, ubráním či modifikací konečně (!) mnoha členů posloupnosti se nezmění její

omezenost (celková, shora, zdola) ani existence/neexistence její limity ani hodnota její limity
(pokud limita existuje).

Předchozí věty využíváme často automaticky bez toho, že bychom se nad jejím použitím příliš
pozastavovali: představme si, že by nám někdo zadal počítat limitu

lim
n→+∞

1
n−3

=?

Striktně správná odpověď na tento příklad zní Zadání nemá smysl, neboť třetí člen posloupnosti (pro
n=3) není definován (nulou nelze dělit). Ovšem představíme-li si, že je třetí člen posloupnosti dodefi-
nován třeba hodnotou 23,7, lze již psát, co autor příkladu chce slyšet, tj.

lim
n→+∞

1
n−3

=0.

Situace jako v tomto příkladě se mohou čas od času objevit. Proto učiníme úmluvu, že bude-li třeba
počítat limitu posloupnosti, jejíž konečně mnoho členů není definováno, představíme si vzhledem k
předchozí větě, že jsou dodefinovány jakkoliv.
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V praxi při zkoumání neznáme posloupnosti často není jasné, zda její limita vůbec existuje. Dobrou
„vynucovací“ podmínkou pro existenci limity je monotónnost dané posloupnosti:

Každá monotónní posloupnost má limitu.

Důležitý příklad: limita tzv. harmonické posloupnosti

lim
n→+∞

n∑
k=1

1
k

=+∞.

Další věta říká, že problém výpočtu limity komplexní posloupnosti lze převést na zkoumání limit
její reálné a imaginární části.

Komplexní posloupnost (an), kde an = αn+iβn a αn,βn ∈R, je konvergentní právě tehdy,
pokud jsou konvergentní reálné posloupnosti (αn) a (βn). Pokud je tato podmínka splněna,
platí lim

n→+∞
an= lim

n→+∞
αn+i lim

n→+∞
βn.

Např. limita

lim
n→+∞

e
iπn
3

nekonverguje, neboť neexistuje limita reálné části

lim
n→+∞

cos
(πn

3

)
.
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5.3. Výpočet limity posloupnosti

Ačkoliv rozšířená množina reálných čísel R není tělesem, pro pohodlí se vyplatí zavést některé
aritmetické operace též pro ±∞. Klademe pro všechna x,y∈R

x+(+∞)=(+∞)+x=+∞ pro x>−∞, x+(−∞)=(−∞)+x=−∞ pro x<+∞,
x·(±∞)=(±∞)·x=±∞ pro x>0, x·(±∞)=(±∞)·x=∓∞ pro x<0,

1
±∞

=0, −(±∞)=∓∞, |±∞|=+∞,

x−y=x+(−y),
x
y

=x·
1
y

pokud je def. pravá strana,

x+∞= �
@

+∞ pro 1<x5+∞,
0 pro 0<x<1, x−∞= �

@

0 pro 1<x5+∞,
+∞ pro 0<x<1,

(+∞)x=+∞ pro 0<x5+∞, (+∞)x=0 pro −∞5x<0.

Všimněme si, že zůstaly nedefinovány pro x∈R zejména následující výrazy (jak hned uvidíme, má
to dobrý důvod):

±∞−(±∞), ±∞+(∓∞), 0·(±∞),
±∞

±∞
,

x
0
, (+∞)0, 00, 1±∞.
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Pro výpočet limit je nejdůležitější následující tvrzení, tzv. aritmetika limit:
Platí vzorce

lim
n→+∞

(an±bn)= lim
n→+∞

an± lim
n→+∞

bn,

lim
n→+∞

(an·bn)= lim
n→+∞

an· lim
n→+∞

bn, pokud výrazy na pravé straně mají smysl (!).

lim
n→+∞

an
bn

=
lim
n→+∞

an

lim
n→+∞

bn
,

Tak například
lim
n→+∞

(2−n3)=−∞.

K těmto základním větám ještě patří věta o limitě z odmocniny
Buď k∈N, an=0 pro všechna n. Platí

lim
n→+∞

k
√an= k

√
lim
n→+∞

an pokud výraz na pravé straně má smysl.

a věta o limitě absolutní hodnoty:
Platí

lim
n→+∞

an=a⇒ lim
n→+∞

|an|= |a|.

Pokud a=0 nebo a=∞, platí zde dokonce ekvivalence, tj. i směr⇐! (Klademe |∞|=+∞.)

Podle věty o limitě abs. hodnoty je např. lim
n→+∞

inn=∞ v C.
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Větu o aritmetice limit nesmíme používat bezmyšlenkovitě, aniž ověříme velmi podstatný před-
poklad, že výraz na pravé straně musí mít smysl. Toto je špatně:

lim
n→+∞

(
√
n+1−

√
n)= lim

n→+∞

√
n+1− lim

n→+∞

√
n=(+∞)−(+∞)=0.

Toto je správně:

lim
n→+∞

(
√
n+1−

√
n)= lim

n→+∞
(
√
n+1−

√
n)·

√
n+1+

√
n√

n+1+
√
n

= lim
n→+∞

n+1−n√
n+1+

√
n

= lim
n→+∞

1√
n+1+

√
n
*

věta o limitě podílu

=

=
lim
n→+∞

1

lim
n→+∞

(
√
n+1+

√
n)
*

věta o limitě součtu

=
lim
n→+∞

1

lim
n→+∞

√
n+1+ lim

n→+∞

√
n

=
1

(+∞)+(+∞)
=

1
+∞

=0.

Toto je špatně:
lim
n→+∞

(n+(−1)n)= lim
n→+∞

n+ lim
n→+∞

(−1)n=+∞.

Toto je správně:

lim
n→+∞

(n+(−1)n)= lim
n→+∞

n
(

1+
(−1)n

n

)
=+∞·(1+0)=+∞,

kde jsme využili lim
n→+∞

(−1)n

n
=0, neboť lim

n→+∞

∣∣∣(−1)n

n

∣∣∣=0.
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5.4. Věty o nerovnostech

Platí-li mezi posloupnostmi nerovnosti, má to vliv i na nerovnosti mezi jejich limitami a naopak:
Platí

liman< lim bn⇒(∃ n0)(∀ n>n0)(an<bn).

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

-1

 1

 2

 3

lim (arctg n)=  , lim        =  ,  n =30

ð_
2

n+5____
2n

1_
2n→+∞ n→+∞

Užitečná je i opačná implikace:
Nechť existují limity posloupností (an) a (bn). Pak platí

(∀ n)(an5bn)⇒ liman5 lim bn.

Protože, jak víme, konečně mnoho výjimek nehraje roli, stačí předpokládat nerovnost an5bn až od
jistého indexu n0 dál.
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Nejdůležitější z vět o nerovnostech je tzv. věta o limitě sevřené posloupnosti:
Nechť lim

n→+∞
an= lim

n→+∞
bn. Pak platí

(∀ n)(an5 cn5bn)⇒ lim
n→+∞

cn= lim
n→+∞

an= lim
n→+∞

bn.

Např. lim
n→+∞

n
√
n=1.

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

-1

 1

 2

 3

Jiný příklad: Buď a>0. Pak lim
n→+∞

n
√
a=1.

67



Další příklad: lim
n→+∞

n√n!=+∞.

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11-1

 1
 2
 3
 4
 5
 6

√n

n√n!
__

_
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• Buď a∈R. Pak v R platí lim
n→+∞

an=+∞ pro a>1, 1 pro a=1, 0 pro |a|<1, neexistuje pro a5−1.

• Buď a ∈C. Vypočtěme v C lim
n→+∞

an =∞ pro |a|> 1, 0 pro |a|< 1, 1 pro a= 1 a neexistuje pro ost.

|a|=1.

•Mějme posloupnost (an) zadanou rekurentně vztahem

a1 =1, (∀ n∈N)(an+1 =
√
an+2).

Pak
lim
n→+∞

an=2.

 1  2  3  4  5  6  7

-1

 1

 2

 3
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5.5. Eulerovo číslo e

Mezi všemi exponenciálními funkcemi zaujímá jedna z nich význačné postavení a to ta, jejímž
základem je Eulerovo číslo e. Mezi logaritmy existuje jeden význačný logaritmus, přirozený, což je
logaritmus také při základu e. Obě funkce jsou výjimečné už jen svými vzorci pro derivaci: např. ex
je jediná funkce (až na faktor), která je zároveň i svou derivací. Proto se Eulerovo číslo e těší značné
pozornosti. Jsou různé možnosti, jak jej definovat. Nejčastěji se to dělá jednou z následujících limit:

e = lim
n→+∞

(
1+

1
n

)n
= lim

n→+∞

(
1+

1
n

)n+1
= lim

n→+∞

n∑
k=0

1
k!
.

Platí následující věta:
Označíme-li pro všechna n∈N

an=
(

1+
1
n

)n
, bn=

(
1+

1
n

)n+1
, cn=

n∑
k=0

1
k!
,

pak posloupnosti (an) a (cn) jsou ostře rostoucí, (bn) ostře klesající, pro všechna n platí an 5 cn 5 bn a
všechny tři posloupnosti mají společnou limitu — iracionální číslo z intervalu (2,3), které značíme e.

Pro účely praktického počítání příkladů na cvičeních se hodí následující věta:
Buď (pn) reálná posloupnost splňující lim

n→+∞
|pn|=+∞. Pak platí

lim
n→+∞

(
1+

1
pn

)pn
= e.
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Přesněji platí e=2,71828.... Z obrázku je hezky vidět nerovnost (pro n>1)(
1+

1
n

)n
<

n∑
k=0

1
k!

n∑
k=0

1
k!
<e<

(
1+

1
n

)n+1
.

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

-1

 1

 2

 3

 4

e

(a )n

(c )n

(b )n

Také je z něj názorně vidět, že (cn) k číslu e konverguje nejrychleji.
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5.6. Limes superior a limes inferior

Pojmy limes inferior a limes superior jsou v jistém smyslu zobecněním pojmu limity posloupnosti.
Zatímco limitu každá posloupnost nemá, limes inferior a superior existují pro každou reálnou posloup-
nost.

Hromadnou hodnotou reálné posloupnosti (an) nazveme každé takové a ∈ R, pro které existuje
z ní vybraná posloupnost (akn) tak, že lim

n→+∞
akn =a.

Počet hromadných hodnot, které posloupnost může mít, může být různý, od 1 až po nekonečno:
• Posloupnost (an), která má limitu, má jedinou hromadnou hodnotu: svoji limitu.
• Posloupnost ((−1)n) má dvě hromadné hodnoty: 1 a −1.
• Posloupnost (1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...) má za hromadné hodnoty všechna přirozená čísla.
• Posloupnost (

√
n−[
√
n]) má za hromadné hodnoty všechna čísla z intervalu 〈0,1〉.

Platí: Každá reálná posloupnost (an) má alespoň jednu hromadnou hodnotu. Množina všech hro-
madných hodnot má maximum a minimum (mohou to být i hodnoty ±∞). Největší hromadnou hod-
notu nazýváme limes superior, značíme limsup

n→+∞
an, nejmenší limes inferior, značíme liminf

n→+∞
an.

Pro limsup a liminf platí následující charakterizace:

α=liminf
n→+∞

an⇔

1. (∀ α′∈R, α′<α)(∃ n0)(∀ n∈N, n>n0)(an>α′),
2. (∀ α′′∈R, α′′>α)(∃∞ n∈N)(an<α′′).

β=limsup
n→+∞

an⇔

1. (∀ β′∈R, β′>β)(∃ n0)(∀ n∈N, n>n0)(an<β′),
2. (∀ β′′∈R, β′′<β)(∃∞ n∈N)(an>β′′).

Z těchto plyne, že lim
n→+∞

an=a⇔ limsup
n→+∞

an=liminf
n→+∞

an=a .
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Pro praktické určování limsup a liminf posloupnosti může posloužit následující věta:

Nechť vybrané posloupnosti (ak(1)
n

), (ak(2)
n

), ..., (ak(m)
n

) s limitami a(1), ..., a(m) pokrývají původní reál-

nou posloupnost (an).47Pak platí
limsup
n→+∞

an=max{a(1),...,a(m)}, liminf
n→+∞

an=min{a(1),...,a(m)}.

Např platí

limsup
n→+∞

cos
πn
3

=1, liminf
n→+∞

cos
πn
3

=−1.

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13

-1

 1

32 To znamená, že {k(1)
n }∪...∪{k

(m)
n }=N (příp. až na konečně mnoho výjimek).
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5.7. Stolzův a Cauchyův vzorec

Následující dva vzorce leckdy velmi zjednoduší počítání jinak obtížných limit:

Nechť (bn) je ostře rostoucí, lim
n→+∞

bn = +∞ a existuje limita lim
n→+∞

an+1−an
bn+1−bn

. Pak platí tzv. Stolzův

vzorec:

lim
n→+∞

an
bn

= lim
n→+∞

an+1−an
bn+1−bn

.

Podle Stolzova vzorce je např.

lim
n→+∞

(1
n

+
1
2n

+
1
3n

+...+
1
n2

)
=0.

Nechť (an) je posloupnost kladných čísel, existuje limita lim
n→+∞

an+1

an
. Pak platí tzv. Cauchyův vzorec:

lim
n→+∞

n
√an= lim

n→+∞

an+1

an
.

Podle Cauchyova vzorce je např.
lim
n→+∞

n
√
n=1, lim

n→+∞

n√n!=+∞.
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5.8. Bolzano-Cauchyovo kritérium konvergence

V důkazu následující věty je potřebné toto užitečné tvrzení:
Z každé (reálné či komplexní) omezené posloupnosti lze vybrat podposloupnost, která konverguje.

Někdy se může hodit rozhodnout otázku existence vlastní limity posloupnosti, i když její hodnotu
neumíme vypočítat.

Platí následující věta (tzv. Bolzano-Cauchyova podmínka pro konvergenci číselné posloupnosti):
Posloupnost (an) je konvergentní⇔ je tzv. cauchyovská, tj.

(∀ ε>0)(∃ n0∈R)(∀ n∈N,n>n0)(∀ p∈N)(|an+p−an|<ε).

Představme si, že někdo nám dal za úkol spočítat limitu lim
n→+∞

n∑
k=1

sin k!
2k

.

Tuto limitu neumíme přesně spočítat. Pokud ale dokážeme, že existuje a je vlastní, je zřejmé, že
jako její přibližnou numerickou aproximaci pak můžeme použít hodnotu uvedené sumy pro velké n.
(Pokud bychom nevěděli, že limita existuje, nedávalo by sčítání libovolně mnoha členů sumy žádný

smysl; nasčítáme-li např. 1000. člen posloupnosti
( n∑
k=1

1
k

)
, dostaneme přibližně 7,48547 — číslo, které

nevypovídá nic o její limitě +∞.)
Dokázat, že vlastní limita existuje, lze např. pomocí BCP.
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5.9. Obecná mocnina a logaritmus

Kromě trojúhelníkové nerovnosti patří k velmi užitečným základním nerovnostem tzv. AG nerov-
nost a Bernoulliho nerovnost.

AG nerovnost. Buď n∈N, αj=0 pro j=1,...,n. Pak

n
√α1α2...αn5

α1+...+αn
n

.

Bernoulliho nerovnost. Pro x>−2 a n∈N platí
(1+x)n=1+nx.

Platí následující základní věta o exponenciále:
Existuje právě jedna funkce f : R→R tak, že pro všechna x,y∈R platí
f(x+y)= f(x)f(y), f(x)=1+x.

Funkci z výše uvedené věty značíme expx a nazýváme (přirozená) exponenciála.
Z výše uvedené věty plynou i jednoduché vlastnosti exponenciály:
• exp1= e,

• exp(nx)=(expx)n, exp
(x
n

)
= n
√expx pro lib. x∈R, n∈N,

• exp je ostře rostoucí na R,
• exp zobrazuje R na (0,+∞),
• pro libovolnou (an) takovou, že liman=a, platí lim

n→+∞
expan=expa.

Inverzní funkci k exp nazýváme (přirozený) logaritmus a značíme ln. Obecnou mocninu pak
definujeme vztahem ab=exp(blna).
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Reálné funkce jedné reálné proměnné
Reálná funkce jedné reálné proměnné f je speciální případ zobrazení: f : (R)→R.
Podobně, jako jsme definovali některé vlastnosti pro číselné posloupnosti, je lze definovat i pro

funkce:
Funkci f : (R)→R nazýváme
• omezená shora, pokud je její obor hodnot Hf množina omezená shora,
• omezená zdola, pokud je Hf množina omezená zdola,
• omezená, pokud je Hf množina omezená,
• rostoucí, pokud (∀ x1,x2∈Df , x1<x2)(f(x1)5 f(x2)),
• klesající, pokud (∀ x1,x2∈Df , x1<x2)(f(x1)= f(x2)),
• ostře rostoucí, pokud (∀ x1,x2∈Df , x1<x2)(f(x1)<f(x2)),
• ostře klesající, pokud (∀ x1,x2∈Df , x1<x2)(f(x1)>f(x2)),
•monotónní, pokud je klesající nebo rostoucí,
• ryze monotónní, pokud je ostře klesající nebo ostře rostoucí.
• sudá, pokud (∀ x∈Df)(f(x)= f(−x)),
• lichá, pokud (∀ x∈Df)(f(x)=−f(−x)),
• periodická s periodou l>0, pokud (∀ x∈Df)(f(x)= f(x±l)).

Někdy potřebujeme popsat vlastnost funkce jen na části definičního oboru. Říkáme, že f má určitou
vlastnost na množině M, pokud M⊂Df a zúžení f/M má tuto vlastnost.

Pojmy supremum, infimum, maximum, minimum funkce f jsou definovány jako daný pojem
aplikovaný na obor hodnot. Tj. inf f=infHf atd.

Pojmy typu maximum f na množině A se definují pomocí zúžení, např. max
A
f=max f/A, atd.
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Funkce f(x) =
1
x

není podle naší definice ostře

klesající na svém definičním oboru R−{0}, protože
např. f(−1)<f(1).
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Dirichletova funkce f(x) = �
@

1 pro x∈Q,
0 pro x∈R−Q

má na první pohled „podivný“ graf. Je periodická
a periodou je každé racionální číslo. -4 -3 -2 -1  1  2  3  4

-1

 1

 2
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6.1. Limita funkce

Číslo a ∈ R nazveme hromadným bodem množiny A ⊂ R, pokud v každém jeho okolí leží
nekonečně mnoho bodů z množiny A. Body z A, které nepatří mezi hromadné body A, se nazývají
izolované.

Alternativně lze říci, že a je hromadný bod množiny A, pokud existuje posloupnost (xn) čísel z
množiny A−{a}mající za limitu bod a.

Množinu všech hromadných bodů množiny A budeme značit A′.
•Množina {1,2,3} nemá žádný hromadný bod.
• Jakákoliv konečná množina nemá žádný hromadný bod.
•Množina N má jediný hromadný bod: +∞. Tedy N′={+∞}.
•Množina Z má dva hromadné body: ±∞. Tedy Z′={+∞,−∞}.
• Intervaly (−1,2), 〈−1,2) i 〈−1,2〉mají za hromadné body všechny prvky z 〈−1,2〉.
•Množina Q má nespočetně mnoho hromadných bodů: tvoří celou množinu R.
• Také množina R má za hromadné body všechny prvky R.

Buď a hromadným bodem definičního oboru funkce f , tj. a∈D′f . Řekneme, že funkce f má v bodě

a limitu c∈R, pokud

(∀ ε>0)(∃ δ>0)
(
∀ x∈Df∩Ha(δ)−{a}

)(
f(x)∈Hc(ε)

)
.

Zapisujeme lim
a
f= c nebo tradičněji lim

x→a
f(x)= c.
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Podobně jako u limity poslouponosti daná funkce může mít v daném bodě nejvýš jednu limitu.
Podle toho, zda a a c jsou reálná čísla nebo nekonečna, lze definici přepsat různými ekvivalentními
způsoby. Nejdůležitější případ je, pokud a,c∈R. Pak

lim
a
f= c⇔(∀ ε>0)(∃ δ>0)(∀ x∈Df , 0< |x−a|<δ)(|f(x)−c|<ε).

Reálná posloupnost je speciální případ reálné funkce s definičním oborem N. Definice limity
posloupnosti se shoduje s definicí výše, neboť a=+∞ (jiné hromadné body definiční obor posloupnosti
nemá) a H+∞=(K,+∞).

Limita vůbec nezávisí na tom, zda funkce f je či není v bodě a definovaná, ani na hodnotě f(a).

Přímo z definice limity funkce lze ukázat např., že
lim
x→2

x2 =4.

-1  1  2
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 3
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Souvislost limity posloupnosti a limity funkce je patrná z tzv. Heineovy věty:
Nechť a∈D′f . Pak

lim
x→a

f(x)= c ⇔ lim
n→+∞

f(xn)= c pro každou posloupnost (xn), pro kterou platí

(∀ n∈N)(xn∈Df−{a}) a lim
n→+∞

xn=a.

Přitom vlevo je limita funkce f v bodě a, vpravo pak limita posloupnosti f(xn).

Důležitý příklad. Podle Heineovy věty máme
lim
x→α

ex= eα pro všechna α∈R,

lim
x→a

lnx=lna pro všechna a>0, lim
x→0

lnx=−∞.

Další důležitý příklad. Podle Heineovy věty je

lim
x→+∞

(
1+

1
x

)x
= e,

neboť víme, že pro každou posloupnost (pn) splňující lim
n→+∞

pn=+∞ platí

lim
n→+∞

(
1+

1
pn

)pn
= e.

Podobně se dá odvodit, že

lim
x→−∞

(
1+

1
x

)x
= e.
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Heineova věta jde užít i pro důkaz neexistence limity funkce.
Např.

lim
x→+∞

sinx

neexistuje, protože

lim
n→+∞

sin(2nπ)=0 a lim
n→+∞

sin
(

2nπ+
π
2

)
=1.

Řekneme, že funkce f má v bodě a limitu c vzhledem k množině A, pokud zúžení f/A má v bodě a
limitu c. Značíme lim

a,A
f příp. lim

x→a
x∈A

f(x).

Řekneme, že funkce f má v bodě a limitu zleva resp. zprava rovnu c, pokud zúžení f/(−∞,a) resp.
f/(a,+∞) má v bodě a limitu c. Značíme lim

a−
f resp. lim

a+
f , případně lim

x→a−
f(x) resp. lim

x→a+
f(x).

Platí věta: Buď a hromadným bodem Df∩(−∞,a) a Df∩(a,+∞). Pak funkce f má v bodě a limitu c
právě tehdy, když limita f zleva i zprava v bodě a je rovna c.

Např. funkce sgnx má v bodě 0 jednostranné limity různé,
lim
x→0+

sgnx=1, lim
x→0−

sgnx=−1,

takže limita v bodě 0 podle předchozí věty neexistuje.
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Podobně jako u posloupností monotonie opět zaručuje existenci limity:
Nechť existujeH+

a tak, že a je hromadným bodem Df∩H+
a a f je na Df∩H+

a monotónní. Pak existuje
limita v bodě a zprava.

Přímo z definice limity pak plyne, že je-li např. f rostoucí na Df∩H+
a , pak lim

a+
f=inf

H+
a

f , je-li klesající,

pak lim
a+
f=sup

H+
a

f . Podobné tvrzení samozřejmě platí analogicky i pro Df∩H−a a limitu zleva.

a

lim f = inf f
a+ D  ∩Haf

+
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6.2. Výpočet limity funkce

Následují analogické věty jako u limit posloupností:
Nechť a∈D′f±g resp. D′fg resp. D′f

g
. Pak platí vzorce

lim
a

(f±g)=lim
a
f±lim

a
g,

lim
a

(fg)=(lim
a
f)(lim

a
g), pokud výrazy na pravé straně mají smysl (!).

lim
a

f
g

=
lim
a
f

lim
a
g
,

K těmto vzorcům patří opět věta o limitě z odmocniny
Buď k∈N, f nezáporná. Pak platí

lim
a

k
√
f= k

√
lim
a
f , pokud výraz na pravé straně má smysl.

a věta o limitě absolutní hodnoty:
Platí

lim
a
f= c⇒ lim

a
|f |= |c|.

Pokud c=0, platí zde dokonce ekvivalence, tj. i směr⇐!
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Nejmocnějším nástrojem na výpočet limity, který nemá analogii u posloupností, je ovšem věta o
limitě složené funkce (umožňující činit „substituce“ při počítání limity):

Nechť a∈D′f◦g, nechť dále lim
a
g=b, lim

b
f= c a konečně nechť platí podmínka

(∃ Ha)(∀ x∈Ha∩Dg−{a})(g(x) 6=b) ∨ f(b)= c ∨ b 6∈Df . (!)
Pak lim

a
f◦g= c.

Ověřovat podmínku (!) je velmi důležité. Mějme např. (∀ x ∈ R)(g(x) = 0) a f(y) = 1 pro y 6= 0,
f(0)=2. Pak lim

0
f◦g=2 (neboť f◦g je konstantní funkce rovna 2), ale přitom lim

0
g=0 a lim

0
f=1 6=2.

-1

 1

 2

f

g

-1

 1

 2f ○g

Podmínka (!) je automaticky splněna tehdy, pokud je g na okolí Ha prostá. To je velmi častý
případ.
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Důležitý příklad. Víme, že lim
x→±∞

(
x+

1
x

)x
= e. Odtud dostaneme pomocí věty o limitě složené funkce,

že
lim
x→0+

(1+x)
1
x = e.

Podobně dostaneme, že
lim
x→0−

(1+x)
1
x = e.

Odtud plyne závěr, že

lim
x→0

(1+x)
1
x = e.

Důležitý příklad. Pomocí předchozího příkladu dostaneme, že

lim
x→0

ln(1+x)
x

=1.
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Důležitý příklad. Opět pomocí předchozího příkladu:

lim
x→0

ex−1
x

=1.

Důležitý příklad. Buď a>0, a 6=1. Jak jinak než pomocí předchozího příkladu dostaneme:

lim
x→0

ax−1
x

=lna.

Důležitý příklad. Vypočtěme limitu posloupnosti
lim
n→+∞

n( n
√
e−1).

Heineova věta říká, že stačí počítat limitu funkce lim
x→+∞

x( x
√
e−1). Pomocí předpředchozího příkladu

lim
x→+∞

x( x
√
e−1)=1.

87



Následující věty platí podobně jako u limit posloupností:
Věty o nerovnostech mezi limitami:
Platí

lim
a
f< lim

a
g ⇒ (∃ Ha)(∀ x∈Df∩Dg∩Ha−{a})(f(x)<g(x)).

Nechť existují lim
a
f a lim

a
g, nechť existuje Ha tak, že Ha∩Df−{a}=Ha∩Dg−{a}. Potom

(∀ x∈Ha∩Df−{a})(f(x)5g(x)) ⇒ lim
a
f5 lim

a
g.

Věta o limitě sevřené funkce:
Nechť lim

a
f=lim

a
g= c. Nechť existuje Ha tak, že Ha∩Df−{a}=Ha∩Dg−{a}=Ha∩Dh−{a}. Pak platí

(∀ x∈Ha∩Df−{a})(f(x)5h(x)5g(x)) ⇒ lim
a
h= c.

6.3. Bolzano-Cauchyovo kritérium konvergence

Podobně jako u posloupností existuje nutná a postačující podmínka pro existenci konečné limity
funkce:

Nechť a∈D′f . Pak existuje konečná lim
a
f právě tehdy, když

(∀ ε>0)(∃ Ha)(∀ x,y∈Df∩Ha−{a})(|f(x)−f(y)|<ε).
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6.4. Spojitost

Řekneme, že funkce f je spojitá v bodě a (či a je bodem spojitosti f), pokud platí
(∀ Hf(a))(∃ Ha)(∀ x∈Df∩Ha)(f(x)∈Hf(a)).

Spojitá tedy může být funkce pouze v bodě svého definičního oboru.

Je zřejmé, že každý izolovaný bod Df je bodem spojitosti f .

Nechť a∈Df∩D′f . Pak f je spojitá v bodě a právě tehdy, když lim
a
f= f(a).

Důsledkem je analogická věta jako u limit:

Nechť f a g jsou spojité funkce v bodě a. Pak funkce |f |, f±g, fg,
f
g

(pokud g(a) 6= 0) jsou spojité v

bodě a.
Z věty o limitě složené funkce pak plyne:
Nechť g je spojitá v bodě a, f v bodě g(a). Pak f◦g je spojitá v bodě a.
Na cvičeních budeme soustavně používat následující silnou větu:
Elementární funkce jsou spojité ve všech bodech svého definičního oboru.

Důkaz předchozího tvrzení je netriviální pouze u obecné mocniny (a logaritmu) a u goniometric-
kých funkcí, viz předcházející stránky.

Jednostrannou spojitost zavádíme podobně jako u limit: f je v bodě a vzhledem k množině A,
pokud f/A je spojitá v bodě a.

f je spojitá v bodě a zprava, pokud f/〈a,+∞) je spojitá v bodě a.
f je spojitá v bodě a zleva, pokud f/(−∞,a〉 je spojitá v bodě a.
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odstranitelná

skok

2. druhu

Bod a ∈ D′f , který není bodem spojitosti f , se
nazývá bodem nespojitosti f . Rozeznáváme násle-
dující druhy bodu nespojitosti a funkce f :
• odstranitelnou, která nastává, je-li lim

a
f ∈ R,

ale není rovna f(a) nebo a 6∈Df ,
• skok, když existují navzájem různé konečné

lim
a+
f a lim

a−
f ,

•druhého druhu, když se nejedná ani o odstra-
nitelnou nespojitost, ani o skok.
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Řekneme, že funkce je spojitá na množině M, pokud zúžení f/M je spojité v každém bodě M.
Tedy funkce spojitá na M nemusí být spojitá v každém bodě M:

–1

spojitá na M=<–1,+∞), ale ne v každém
bodì množiny M
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Pro funkce spojité na intervalu platí důležitá tvrzení:

a

b

c

Buď f spojitá na 〈a,b〉 a f(a)f(b) < 0. Pak existuje
c∈〈a,b〉 tak, že f(c)=0.

• Z věty ihned plyne, že f spojitá na 〈a,b〉 dokon-
ce nabývá všech hodnot mezi f(a) a f(b).
• Je-li f nenulová a spojitá na intervalu J, pak

na tomto intervalu nemění znaménko, je tedy na
tomto intervalu buď kladná nebo záporná.

a b

Nechť f je spojitá na intervalu J. Pak obraz f(J) je
interval (nebo 1prvková množina).

• Spojitý obraz intervalu může být libovolného
typu: uzavřený, polouzavřený, otevřený.
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a b

Nechť f je spojitá na 〈a,b〉. Pak f je na 〈a,b〉 omezená.

• Pro neuzavřený interval podobné tvrzení ne-

platí, např. tgx je spojitá na
(
−
π
2
,
π
2

)
, ale není na

něm omezená.

a bc d

f(c)=inf f, f(d)=sup f
<a,b> <a,b>

Nechť f je spojitá na 〈a,b〉. Pak f nabývá na 〈a,b〉
hodnot sup

〈a,b〉
f a inf

〈a,b〉
f .

• Hodnoty suprema a infima jsou tedy maxi-
mem a minimem f na 〈a,b〉.
• V případě, že f není konstantní, je obrazem

uzavřeného intervalu uzavřený interval.
•Pro neuzavřený interval podobné tvrzení opět

neplatí.
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a b

Buď f na intervalu J spojitá a prostá. Pak je na něm
ryze monotónní a f/J−1 je spojitá a ryze monotónní
na f(J).

• Druh monotonie se zachovává.
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6.5. Stejnoměrná spojitost

Říkáme, že f je na množině M stejnoměrně spojitá, pokud platí

(∀ ε>0)(∃ δ>0)(∀ x1,x2∈M, |x1−x2|<δ)(|f(x1)−f(x2)|<ε).

Připomeňme, že funkce je na M spojitá, pokud
(∀ x1∈M)(∀ ε>0)(∃ δ>0)(∀ x2∈M, |x1−x2|<δ)(|f(x1)−f(x2)|<ε).

Stejnoměrná spojitost se tedy liší od normální spojitosti „pouze“ pořadím kvantifikátorů.

å

ä

Pojem stejnoměrné spojistosti má smysl pouze
na množině, nikoliv v bodě.

Stejnoměrná spojitost je silnější vlastnost než
(obyčejná) spojitost. Ze stejnoměrné spojitosti na
množině M plyne, že daná funkce je na M spojitá,
nikoliv naopak.

Platí následující Cantorova věta:
Funkce spojitá na uzavřeném intervalu je na něm
spojitá stejnoměrně.
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-1  1  2  3

-3

-2

-1

 1

 2

 3Na otevřeném intervalu tvrzení neplatí, např. funkce
1
x

na intervalu (0,1) není stejnoměrně spojitá.

96



6.6. Derivace

Limitu

lim
x→a

f(x)−f(a)
x−a

nazýváme derivace funkce f v bodě a. Označujeme ji f ′(a).
Derivaci funkce f má tedy smysl zjišťovat pouze v bodech a ∈ Df∩D′f . Pokud tato podmínka není

splněna, říkáme, že derivace f v bodě a nemá smysl.

Pomocí věty o limitě složené funkce získáme ekvivalentní definici:

f ′(a)=lim
h→0

f(a+h)−f(a)
h

.

Pro derivaci zprava/zleva používáme značky f ′+(a) resp. f ′−(a).
Pokud je f ′(a) ∈ R (tj. konečná), říkáme, že f má vlastní derivaci v bodě a neboli f je v bodě a

diferencovatelná.

-2 -1  1  2
-1

 1

Pokud je f ′(a)=±∞, mluvíme o nevlastní derivaci.
Např.

(ex)′= ex.

Např.

(sgnx)′= �
@

0 pro x 6=0,
+∞ pro x=0.
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Platí následující věta:
Funkce diferencovatelná v bodě a je v tomto bodě spojitá.

Opačně věta neplatí, např. |x| je spojitá v bodě 0, ale není v něm diferencovatelná.

6.7. Výpočet derivace

Pro výpočet derivací máme tři velmi důležitá tvrzení, které z derivování elementárních funkcí činí
mechanickou záležitost:

Aritmetika derivací. Nechť f , g jsou diferencovatelné v bodě a a nechť a∈Df±g∩D′f±g resp. Dfg∩D′fg
resp. D f

g
∩D′f

g
. Pak platí

(f±g)′(a)= f ′(a)±g′(a),
(fg)′(a)= f ′(a)g(a)+f(a)g′(a),( f
g

)′
(a)=

f ′(a)g(a)−f(a)g′(a)
g2(a)

.

Věta o derivaci složené funkce. Nechť g je diferencovatelná v bodě a, f v bodě g(a). Pak f◦g je
diferencovatelná v bodě a a platí

(f◦g)′(a)= f ′(g(a))g′(a).

Věta o derivaci inverzní funkce. Nechť f je spojitá a prostá v otevřeném intervalu J, x0 ∈ J,
f ′(x0) 6=0. Pak platí

f/J−1′(f(x0))=
1

f ′(x0)
.
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Vypočtěme např. (arctgx)′ pro x ∈ R. Předpoklady věty o derivaci inverzní funkce jsou splněny;

podle vzorce f/J−1′(f(x0))=
1

f ′(x0)
dostaneme

(arctgx)′=
1

x2+1
.

Užitečná tabulka derivací:

(xα)′=αxα−1 ∀ α∈R, x>0, (ex)′= ex ∀ x∈R,

(ax)′=axlna ∀ a>0, x∈R, (lnx)′=
1
x
∀ x>0,

(sinx)′=cosx ∀ x∈R, (sinhx)′=coshx ∀ x∈R,
(cosx)′=−sinx ∀ x∈R, (coshx)′=sinhx ∀ x∈R,

(tgx)′=
1

cos2x
∀ x∈R, x 6=

π
2

+kπ, k∈Z, (tghx)′=
1

cosh2x
∀ x∈R,

(cotgx)′=−
1

sin2x
∀ x∈R, x 6=kπ, k∈Z, (cotghx)′=−

1
sinh2x

∀ x∈R−{0},

(arcsinx)′=
1√

1−x2
∀ x∈(−1,1), (argsinhx)′=

1√
1+x2

∀ x∈R,

(arccosx)′=−
1√

1−x2
∀ x∈(−1,1), (argcoshx)′=

1√
x2−1

∀ x>1,

(arctgx)′=
1

1+x2 ∀ x∈R, (argtghx)′=
1

1−x2 ∀ x∈(−1,1),

(arccotgx)′=−
1

1+x2 ∀ x∈R, (argcotghx)′=
1

1−x2 ∀ x∈R−〈−1,1〉.
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6.8. Derivace vyšších řádů

Symbolem f ′ označíme funkci s definičním oborem {x∈R|f ′(x)∈R} definovanou předpisem
f ′(x)= f ′(x)

(kde vlevo stojí hodnota funkce f ′ v bodě x a vpravo limita lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

). Nazýváme jí první

derivace f .
Lze opět zkoumat, kde je f ′ je diferencovatelná, a v těchto bodech analogicky definovat druhou,

třetí atd. derivaci f . Užíváme značení f ′′, f ′′′ nebo f (2), f (3) atd. Často klademe též f (0) = f .
Pro m-tou derivaci n-té derivace platí zřejmý vztah (f (m))(n) = f (n+m).

Pro n-tou derivaci součinu lze indukcí z pravidla pro derivaci součinu odvodit tzv. Leibnizův
vzorec:

(fg)(n) =
n∑
k=0

(n
k

)
f (k)g(n−k).
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6.9. Věty o přírůstku funkce

Věty o přírůstku funkce umožňují aproximovat hodnotu přírůstku (poklesu) funkce na malém
okolí daného bodu pomocí hodnoty první derivace v tomto bodě.

První z nich je věta Rolleova, která říká, že je-li funkce f spojitá na 〈a,b〉, f(a) = f(b) a existuje
derivace f v každém bodě (a,b), pak existuje bod c∈(a,b) tak, že f ′(c)=0.

Nejdůležitější je její bezprostřední důsledek, věta Lagrangeova:

a b

f(b)

f(a)

c

Lagrangeova věta (o přírůstku funkce). Nechť f je
spojitá na 〈a,b〉 a v každém bodě (a,b) má derivaci. Pak

existuje c∈(a,b) tak, že f ′(c)=
f(b)−f(a)
b−a

.

Aneb jede-li auto z bodu a do bodu b průměrnou
rychlostí 80 km/h, jistě existuje na trase aspoň jeden bod
c, ve kterém má okamžitou rychlost 80 km/h.

Nebo jinak: pro spojitou funkci na 〈a,b〉 mající deri-
vaci v každém bodě (a,b) existuje v intervalu (a,b) ale-
spoň jeden bod c, ve kterém je tečna ke grafu rovnoběžná
se spojnicí bodů (a,f(a)) a (b,f(b)).

Lagrangeova věta jde zobecnit:
Cauchyova věta (zobecněná věta o přírůstku funk-

ce). Nechť f,g jsou spojité na 〈a,b〉 a v každém bodě
(a,b) mají derivaci; nechť derivace g je na (a,b) konečná

nenulová. Pak existuje c∈(a,b) tak, že
f ′(c)
g′(c)

=
f(b)−f(a)
g(b)−g(a)

.
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6.10. Darbouxova věta o spojitosti derivace

Občas se stane, že na výpočet derivace nelze použít větu o derivaci složené či inverzní funkce,
neboť jejich předpoklady nejsou splněny (typicky na krajích intervalů definičních oborů). Někdy se
lze s úspěchem vyhnout počítání derivace z definice pomocí následující věty:

Darbouxova věta. Nechť f je spojitá v bodě a zprava a f je diferencovatelná na nějakém H+
a . Pak

platí
f ′+(a)= lim

x→a+
f ′(x),

pokud limita vpravo existuje.

Analogicky platí věta pro derivaci zleva.

Počítejme f ′+(−1), kde f(x)=arcsinx. Větu o derivaci inverzní funkce nelze použít, protože −π
2 leží

na kraji intervalu příslušného zúžení funkce sin .
Pomocí Darbouxovy věty máme snadno, že
f ′+(−1)=+∞.
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6.11. Lokální extrémy

Řekneme, že funkce má v bodě a
• lokální maximum, pokud (∃ Ha)(∀ x∈Ha)(f(x)5 f(a)),
• lokální minimum, pokud (∃ Ha)(∀ x∈Ha)(f(x)= f(a)),
• ostré lokální maximum, pokud (∃ Ha)(∀ x∈Ha−{a})(f(x)<f(a)),
• ostré lokální minimum, pokud (∃ Ha)(∀ x∈Ha−{a})(f(x)>f(a)).

V předchozích případech též říkáme, že funkce má v bodě a lokální extrém.
Základní pomůckou, jak zjistit, zda funkce má v bodě lokální extrém, je tato věta:
Nechť f má v bodě a lokální extrém. Pak f ′(a)=0 nebo f ′(a) neexistuje.

Věta tedy specifikuje nutnou, nikoliv postačující podmínku pro lokální extrém.

Přímo z definice extrému plyne jako postačující podmínka tato věta:
Nechť funkce f je spojitá v bodě a a

∃ H±a tak, že f je (ostře)�
@

rostoucí
klesající

@
�

v H−a ∧ f je (ostře)�
@

klesající
rostoucí

@
�

v H+
a .

Pak f má v bodě a (ostré) lokální �
@

maximum
minimum

@
�

.

Někdy lze pro zjištění druhu extrému použít tuto větu:

Nechť existuje Ha tak, že f je na Ha diferencovatelná. Nechť f ′(a) = 0 a f ′′(a)�
@

>
<
@
�

0. Pak f má v

bodě a ostré lokální �
@

minimum
maximum

@
�

.
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6.12. Monotonie

Věty o přírůstku funkce umožňují formulaci podmínek pro monotonii funkce na intervalu.
Pro interval I = 〈a,b〉 či 〈a,b) či (a,b〉 či (a,b) označme I0 = (a,b) (tj. interval I „okleštěný“ o krajní

body).
Platí následující věta, která udává postačující (a v neostrých případech i nutnou) podmínku pro

monotonii funkce na intervalu I:
Nechť f je spojitá na intervalu I, nechť f má derivaci v každém bodě I0. Pak:

(∀ x∈ I0)(f ′(x)=0) ⇔ f je na I rostoucí,
(∀ x∈ I0)(f ′(x)50) ⇔ f je na I klesající,
(∀ x∈ I0)(f ′(x)=0) ⇔ f je na I konstantní,
(∀ x∈ I0)(f ′(x)>0) ⇒ f je na I ostře rostoucí,
(∀ x∈ I0)(f ′(x)<0) ⇒ f je na I ostře klesající.

-2 -1  1  2

-1

 1

U ryzí monotonie (poslední dva případy)
implikaci nelze obrátit. Např. funkce f(x)=x3

je ostře rostoucí na celém R, ale v bodě 0 není
její derivace kladná:

f ′(0)=3x2
∣∣∣
x=0

=0.
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6.13. Tečny

Řekneme, že f má v bodě a tečnu
• o rovnici x=a, je-li f spojitá v bodě a a f ′(a)=+∞ nebo −∞,
• o rovnici y= f(a)+f ′(a)(x−a), je-li f diferencovatelná v bodě a.

Bodu (a,f(a)) říkáme bod dotyku.

Např. funkce 3
√
x−2 má v bodě 2 tečnu o rovnici x=2 a v bodě 1 tečnu o rovnici y=−1+

1
3

(x−1).

-2 -1  1  3

-1

 1
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6.14. Konvexnost a konkávnost

Řekneme, že funkce f je na intervalu J (ostře či ryze) �
@

konvexní
konkávní

@
�

, pokud

(∀ x1,x2,x3∈J, x1<x2<x3)
(
f(x2)�

@

5(<)
=(>)

@
�

f(x3)−f(x1)
x3−x1

(x2−x1)+f(x1)
)
.

Definice říká, že bod (x2,f(x2)) musí ležet pod/nad úsečkou spojující body (x1,f(x1)) a (x3,f(x3))
(nebo na ní v případě neostré nerovnosti).

ryze
konvexní

konvexní
ryze
konkávní

x1 x2 x3

f(x1)

f(x3)
f(x2)
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Postačující podmínku pro konvexnost/konkávnost funkce na intervalu dává následující věta:

Nechť f je spojitá na intervalu I, nechť f je diferencovatelná na I0. Pak:

Je-li f ′ (ostře) �
@

rostoucí
klesající

@
�

na I0, je f (ryze) �
@

konvexní
konkávní

@
�

na I.

Tato věta má v praxi používanější důsledek:
Nechť f je spojitá na intervalu I. Pak:

(∀ x∈ I0)
(
f ′′(x)�

@

=(>)
5(<)

@
�

0
)
⇒ f je na I (ryze) �

@

konvexní
konkávní

@
�

.

a a

Souvislost konvexity/konkávity funkce a tečny:
platí, že je-li funkce f na I ryze konvexní a diferen-
covatelná v bodě a∈ I, pak

(∀ x∈ I−{a})(f(x)>f(a)+f ′(a)(x−a)).

Má-li funkce f na otevřeném intervalu I druhou
derivaci, pak platí, že f je ryze konvexní na I právě
tehdy, když v každém bodě a∈ I platí podmínka

(∃ Ha)(∀ x∈Ha−{a})(f(x)>f(a)+f ′(a)(x−a)).
Obdobně tvrzení platí samozřejmě i pro funkce

ryze konkávní.
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Říkáme, že funkce f má v bodě a tzv. inflexi (inflexní bod)⇔ je diferencovatelná v bodě a a platí

(∃Ha)(∀ x∈Ha)
((

x<a⇒ f(x)�
@

<
>
@
�
f(a)+f ′(a)(x−a)

)
∧

(
x>a⇒ f(x)�

@

>
<
@
�
f(a)+f ′(a)(x−a)

))
.

Pro nalezení inflexních bodů mohou být užitečné následující věty:
Nechť f má inflexi v bodě a. Nechť na nějakém okolí Ha je f diferencovatelná. Pak f ′′(a) = 0 nebo

f ′′(a) neexistuje.

Nechť existujeHa tak, že f ′′ je konečná naHa. Nechť f ′′(a)=0 a f ′′′(a) 6=0. Pak f má v bodě a inflexní
bod.
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6.15. Asymptoty

Přímku o rovnici y = kx+q, kde k,q ∈ R, nazveme asymptotou funkce f v bodě +∞ (resp. −∞),
pokud

lim
x→+∞

(resp. −∞)

(
f(x)−(kx+q)

)
=0.

Buď a∈R. Přímku o rovnici x= a nazveme svislou asymptotou funkce f v bodě a, pokud existuje
alespoň jedna z limit lim

a+
f či lim

a−
f a je rovna +∞ nebo −∞.

asymptoty
a

Na hledání asymptot funkcí je užitečná tato věta:
f má v bodě +∞ asymptotu o rovnici y = kx+q

⇔ lim
x→+∞

f(x)
x

=k∈R ∧ lim
x→+∞

(
f(x)−kx

)
=q∈R.

(Podobně věta platí i pro bod −∞.)
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6.16. Vyšetřování funkcí

Vyšetřování funkcí je proces, kdy se (zpravidla pomocí diferenciálního počtu) snažíme o funkci
dozvědět co nejvíce informací, abychom mohli načrtnout věrně její graf. Jde zejména o
• definiční obor, obor hodnot,
• průsečíky s osami souřadnic a jiné důležité funkční hodnoty,
• případnou sudost, lichost, periodicitu,
• spojitost, druhy bodů nespojitosti,
• existenci asymptot,
•monotonii funkce, lokální extrémy,
• konvexnost a konkávnost funkce, inflexní body.
Zdaleka ne vždy jsme schopni zjistit všechny vyjmenované skutečnosti.

111



6.17. Guillaume François Antoine Marquis de L'Hôpitalovo pravidlo

Nechť platí
1. lim

a
f=lim

a
g=0 nebo lim

a
|g|=+∞,

2. existuje Ha tak, že Ha−{a}⊂D f
g
∩D f ′

g′
,

3. existuje lim
a

f ′

g′
.

Pak platí

lim
a

f
g

=lim
a

f ′

g′
.

Obdobné tvrzení funguje i pro jednostranné limity.
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