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Slovo na úvod: Abstraktnost, logická výstavba a univerzálnost lineárńı algebry jsou výhodami
této teorie. Začátečńık je zřejmě neoceńı ihned, ale až postupem času, kdy se v nejr̊uzněǰśıch
předmětech budou pojmy z lineárńı algebry objevovat. Mnohokrát se po vás bude cht́ıt řešit
soustavu lineárńıch algebraických rovnic, mnohokrát budete zkoumat vlastńı č́ısla a vektory matic,
které budou odpov́ıdat r̊uzným fyzikálńım vlastnostem. Budete řešit lineárńı diferenciálńı rovnice,
což budou rovnice pro jakési lineárńı zobrazeńı apod.

Abyste se abstraktnosti lineárńı algebry př́ılǐs nezalekli, je připojena na konci těchto skript
kapitola o historii vektorového prostoru, ve které vám má být útěchou, že lineárńı algebra se uč́ı

”
proti toku času“ a že tedy vrcholem veškeré abstrakce je pojem vektorového prostoru, se kterým

my výuku lineárńı algebry zahajujeme. Tedy hlavu vzh̊uru, po prokousáńı se prvńı kapitolou vězte,
že už to bude jenom jednodušš́ı a jednodušš́ı...
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1 Vektorový prostor 2
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4.2 Doplněk podprostoru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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1 Vektorový prostor

Uved’me nejprve dva pojmy, které budeme v definici vektorového prostoru využ́ıvat.

Definice 1. Kartézským součinem množin A a B nazveme množinu uspořádaných dvojic (a, b),
kde a ∈ A, b ∈ B, tj.

A×B = {(a, b)
∣∣ a ∈ A, b ∈ B}.

Zobrazeńı f : A→ B je taková podmnožina A×B, pro nǐz plat́ı:

(a, b) ∈ f ∧ (a, c) ∈ f ⇒ b = c.

Poznámka 1. Mı́sto (a, b) ∈ f obvykle ṕı̌seme f(a) = b. Řı́káme, že a je vzorem b a b je
obrazem a při zobrazeńı f .

Poznámka 2. M̊užete si i nadále představovat, že f je předpis, který každému prvku z A přiřad́ı
nejvýše jeden prvek z B.

Definice 2. Č́ıselným tělesem nazveme každou podmnožinu T ⊂ C, která má alespoň dva prvky
a splňuje:

1. pro každé α, β ∈ T plat́ı α+ β ∈ T (hovoř́ıme o uzavřenosti T na sč́ıtáńı),

2. pro každé α, β ∈ T plat́ı α · β ∈ T (hovoř́ıme o uzavřenosti T na násobeńı),

3. pro každé α ∈ T plat́ı −α ∈ T (hovoř́ıme o uzavřenosti T v̊uči opačnému prvku),

4. pro každé α ∈ T, α 6= 0, plat́ı 1
α ∈ T (hovoř́ıme o uzavřenosti T v̊uči převrácené

hodnotě).

Poznámka 3. Zamysleme se nad t́ım, které množiny (ne)tvoř́ı těleso.

1. Množina přirozených č́ısel N netvoř́ı těleso, např. 3 ∈ N, ale −3 6∈ N.

2. Množina celých č́ısel Z netvoř́ı těleso, např. 2 ∈ Z, ale 1
2 6∈ Z.

3. Množina racionálńıch č́ısel Q tvoř́ı těleso. Je to nejmenš́ı těleso ve smyslu inkluze, tj. Q je
podmnožinou každého tělesa.

4. My budeme téměř výlučně pracovat s tělesy reálných č́ısel R a komplexńıch č́ısel C. Mějme
ale stále na paměti, že tvrzeńı, která budeme uvádět, plat́ı pro libovolné č́ıselné těleso, neńı-li
uvedeno jinak.

Poznámka 4. Každé těleso obsahuje č́ısla 0 a 1. Obsahuje totǐz podle definice nějaký prvek α, pak
také −α ∈ T a dále také α+ (−α) = 0 ∈ T . Jelikož T obsahuje alespoň dva prvky, určitě obsahuje
nějaké α 6= 0, pak také 1

α ∈ T a dále také 1
α · α = 1 ∈ T .

Definice 3. Necht’ jsou dány:

1. č́ıselné těleso T (prvky nazýváme č́ısla),

2. neprázdná množina V (prvky nazýváme vektory),

3. zobrazeńı ⊕ : V × V → V (nazýváme je sč́ıtáńı vektor̊u),

4. zobrazeńı � : T × V → V (nazýváme je násobeńı vektoru č́ıslem z tělesa).

Řekneme, že V je vektorový prostor nad tělesem T s operacemi ⊕ a �, pokud je splněno
8 podmı́nek (nazýváme je axiomy vektorového prostoru):

1. pro každé ~a,~b ∈ V plat́ı ~a⊕~b = ~b⊕ ~a (komutativńı zákon pro ⊕),
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2. pro každé ~a,~b,~c ∈ V plat́ı ~a⊕ (~b⊕ ~c) = (~a⊕~b)⊕ ~c (asociativńı zákon pro ⊕),

3. existuje ~b ∈ V takové, že pro každé ~a ∈ V plat́ı ~a⊕~b = ~a (vektor ~b s touto vlastnost́ı nazýváme
nulový a znač́ıme ~0),

4. pro každé ~a ∈ V existuje ~b ∈ V takové, že ~a ⊕~b = ~0 (vektor ~b s touto vlastnost́ı nazýváme
opačný k vektoru ~a a znač́ıme −~a),

5. pro každé α, β ∈ T a každé ~a ∈ V plat́ı (α · β) � ~a = α � (β � ~a) (asociativńı zákon pro
�),

6. pro každé ~a ∈ V plat́ı 1� ~a = ~a,

7. pro každé α, β ∈ T a každé ~a ∈ V plat́ı (α + β)� ~a = (α � ~a)⊕ (β � ~a) (distributivita �
vzhledem ke sč́ıtáńı č́ısel),

8. pro každé α ∈ T a každé ~a,~b ∈ V plat́ı α � (~a ⊕~b) = (α � ~a) ⊕ (α �~b) (distributivita �
vzhledem ke sč́ıtáńı vektor̊u).

Poznámka 5. Znovu zd̊urazněme, že vektorový prostor je řádně definován, jsou-li dány 4 věci:

1. neprázdná množina vektor̊u V ,

2. těleso T ,

3. operace ⊕,

4. operace �.

A zároveň jsou splněny všechny axiomy. Někdy vektorový prostor znač́ıme podrobněji (V, T,⊕,�).

Poznámka 6. Pro T = R hovoř́ıme o reálném vektorovém prostoru a pro T = C o kom-
plexńım vektorovém prostoru.

Poznámka 7. V definici jsme poctivě rozlǐsovali operace ⊕ pro sč́ıtáńı vektor̊u, + pro sč́ıtáńı
č́ısel, � pro násobeńı vektoru č́ıslem, · pro násobeńı č́ısel. V daľśım textu už nebudeme použ́ıvat
symboly ⊕ a �, z kontextu bude totǐz vždy jasné, zda jde o sč́ıtáńı ve V nebo v T . Nav́ıc budeme
vynechávat symbol pro násobeńı, a to v obou př́ıpadech, tedy je-li α, β ∈ T a ~a ∈ V , pak ṕı̌seme
αβ mı́sto α · β a α~a mı́sto α · ~a = α� ~a.

Poznámka 8. Prvky tělesa budeme značit obvykle řeckými ṕısmeny α, β, γ, . . . a vektory obvykle
ṕısmeny ze začátku a konce abecedy ~a,~b, ~x, ~y, ~z, . . . . Šipku nad vektory vynecháme jen výjimečně,
např́ıklad v př́ıpadech vektor̊u z prostoru polynom̊u, matic či lineárńıch zobrazeńı, kde se ustálilo
jiné značeńı.

Věta 1 (Vlastnosti vektorového prostoru). Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T . Potom
plat́ı:

1. Ve V existuje právě jeden nulový vektor ~0.

2. Ke každému vektoru z V existuje právě jeden opačný vektor.

3. Pro každé ~a,~b ∈ V existuje právě jedno řešeńı rovnice ~a+ ~x = ~b, a to ~x = −~a+~b.

4. Pro každé α ∈ T a každé ~a ∈ V plat́ı α~0 = ~0 = 0~a.

5. Pro každé α ∈ T a každé ~a ∈ V plat́ı implikace

α~a = ~0 ⇒ (~a = ~0 ∨ α = 0).

6. Pro každé α ∈ T a každé ~a ∈ V plat́ı −(α~a) = (−α)~a = α(−~a).
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D̊ukaz. 1. Podle 3. axiomu obsahuje V nulový vektor ~0. Pokud ~z ∈ V také splňuje vlastnosti
nulového vektoru, pak

~z = ~z +~0 = ~0 + ~z = ~0,

kde jsme využili vlastnosti nulového vektoru a komutativńı zákon.

2. Necht’ ~a je libovolný vektor z V . Podle 4. axiomu k němu existuje opačný vektor −~a. Pokud
~b ∈ V splňuje také vlastnosti opačného vektoru k ~a, pak

~b = ~b+~0 = ~b+ (~a+ (−~a)) = (~b+ ~a) + (−~a) = (~a+~b) + (−~a) = ~0 + (−~a) = (−~a) +~0 = −~a,

kde jsme využili komutativitu, asociativitu, vlastnosti nulového a opačného vektoru.

3. Nejprve se přesvědč́ıme, že−~a+~b je řešeńım, tj. ~a+(−~a+~b) = (~a+(−~a))+~b = ~0+~b = ~b+~0 = ~b.
Necht’ ~y ∈ V je také řešeńım, pak

~x = −~a+~b = −~a+ (~a+ ~y) = (−~a+ ~a) + ~y = (~a+ (−~a)) + ~y = ~0 + ~y = ~y +~0 = ~y,

kde jsme využili komutativitu, asociativitu, vlastnosti nulového a opačného vektoru.

4. Z předchoźıho bodu v́ıme, že pro každé α ∈ T a každé ~a ∈ V má rovnice α~a+ ~x = α~a jediné
řešeńı, a to ~x = ~0. Ověřme, že také α~0 a 0~a jsou řešeńım, pak je jasné, že jsou rovny ~0.

α~a+ α~0 = α(~a+~0) = α~a.

α~a+ 0~a = (α+ 0)~a = α~a.

Využili jsme distributivity � v̊uči sč́ıtáńı vektor̊u a v̊uči sč́ıtáńı č́ısel.

5. Jde o d̊ukaz výroku

(∀α ∈ T )(∀~a ∈ V )(α~a = ~0 ⇒ (~a = ~0 ∨ α = 0)). (1)

Dokážeme výrok sporem, předpokládejme tedy platnost negace

(∃α ∈ T )(∃~a ∈ V )e(α~a = ~0 ⇒ (~a = ~0 ∨ α = 0)).

Z tohotu předpokladu odvod́ıme spor - platnost nepravdivého tvrzeńı, což znamená, že platil
p̊uvodńı výrok (1). Vı́me, že A∧eB je ekvivalentńı s negaćı implikace A⇒ B. Můžeme tedy
předpoklad přepsat jako

(∃α ∈ T )(∃~a ∈ V )(α~a = ~0 ∧ ~a 6= ~0 ∧ α 6= 0).

Pak plat́ı
~a = 1~a = ( 1

αα)~a = 1
α (α~a) = 1

α
~0 = ~0,

a to je spor s předpokladem, že ~a 6= ~0.

6. Z 3. bodu plyne, že rovnice α~a + ~x = ~0 má jediné řešeńı, a to ~x = −(α~a). Ověřme, že také
(−α)~a a α(−~a) jsou řešeńım, pak je jasné, že jsou rovny −(α~a).

α~a+ (−α)~a = (α+ (−α))~a = 0~a = ~0.

α~a+ α(−~a) = α(~a+ (−~a)) = α~0 = ~0.

Využili jsme distributivity � v̊uči sč́ıtáńı vektor̊u a v̊uči sč́ıtáńı č́ısel a 4. bod Věty 1.

Důkaz Věty 1 se vám asi v prvńı chv́ıli zdá obt́ıžný, ale nelekejte se. Postupně si zvyknete a
na konci semestru zjist́ıte, že d̊ukazy v lineárńı algebře jsou bez trik̊u, př́ımočaré, a tedy velmi
jednoduché.
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Poznámka 9. D̊ukaz Věty 1 neńı jediný možný. Zkuste dokázat některé jej́ı body jiným zp̊usobem.

Poznámka 10. Rozmysleme si otázku, kolik vektor̊u m̊uže obsahovat vektorový prostor. Jistě
obsahuje alespoň jeden vektor ~x, protože předpokládáme neprázdnost V . M̊uže obsahovat pouze
jeden vektor? Ano. Definujeme-li operace ~x+ ~x = ~x a pro každé α ∈ T α~x = ~x, pak V = {~x} tvoř́ı
vektorový prostor nad tělesem T . Vektor ~x ve V hraje úlohu nulového vektoru, proto m̊užeme psát
V = {~0} a tento prostor nazýváme nulový vektorový prostor.

M̊uže mı́t nenulový vektorový prostor konečný počet vektor̊u? Nem̊uže. Existuje-li ve V ~x 6= ~0,
pak také 2~x, 3~x, 4~x, . . . patř́ı do V . Tyto vektory jsou vzájemně r̊uzné, protože pro m 6= n plat́ı
podle Věty 1 m~x− n~x = (m− n)~x 6= ~0.

1.1 Př́ıklady vektorových prostor̊u

Př́ıklad 1. Necht’ n ∈ N.

1. Necht’ T je těleso.

2. Položme V = Tn, kde Tn je množina uspořádaných n-tic č́ısel z tělesa zapsaných do sloupc̊u,

tj. Tn =

~a =

 α1
α2

...
αn

 ∣∣ αi ∈ T pro každé i ∈ n̂

 , kde n̂ = {1, 2, . . . , n}. Čı́slo αi nazýváme

i-tou složkou vektoru ~a.

3. Operaci sč́ıtáńı definujeme
”

po složkách“:

Pro každé ~a =

 α1
α2

...
αn

 ∈ Tn a ~b =

 β1

β2

...
βn

 ∈ Tn definujeme ~a+~b =

 α1+β1

α2+β2

...
αn+βn

.

4. Operaci násobeńı vektoru č́ıslem definujeme
”

po složkách“:

Pro každé α ∈ T a každé ~a =

 α1
α2

...
αn

 ∈ Tn definujeme α~a =

 αα1
αα2

...
ααn

.

Úlohu nulového vektoru hraje vektor

( 0
0
...
0

)
.

Opačným vektorem k ~a =

 α1
α2

...
αn

 je vektor

 −α1
−α2

...
−αn

 .

Sami ověřte, že tato čtveřice (Tn, T,+, ·) splńı všechny axiomy, tedy Tn nad T s operacemi defi-
novanými po složkách je vektorový prostor.

Poznámka 11. Značeńı Tn použ́ıváme jak pro množinu uspořádaných n-tic č́ısel z tělesa, tak pro
vektorový prostor Tn, tedy čtveřici (Tn, T,+, ·). Je třeba podle kontextu odlǐsit, o který př́ıpad jde.

Poznámka 12. Lze ztotožnit prostor T 1 a těleso T .

Př́ıklad 2. Necht’ m,n ∈ N.

1. Necht’ T je těleso.

2. Položme V = Tm,n, kde Tm,n je množina uspořádaných mn-tic č́ısel z T zapsaných do
tabulky o m řádćıch a n sloupćıch a nazývaných matice typu m× n, tj.

Tm,n =

A =

 a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...

...
...

...
am1 am2 ... amn

 ∣∣ aij ∈ T pro každé i ∈ m̂, j ∈ n̂

 .
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aij nazýváme ij-tý prvek matice A (znač́ıme také [A]ij nebo Aij), i-tým řádkem A nazveme

n-tici (ai1ai2 . . . ain) a j-tým sloupcem A m-tici

 a1j
a2j

...
amj

. Čı́slu i ř́ıkáme řádkový a č́ıslu j

sloupcový index prvku aij.

3. Operaci sč́ıtáńı definujeme
”

po prvćıch“:
Pro každé A,B ∈ Tm,n a pro každé i ∈ m̂, j ∈ n̂ definujeme

[A + B]ij = [A]ij + [B]ij .

4. Operaci násobeńı vektoru č́ıslem definujeme
”

po prvćıch“:
Pro každé α ∈ T a A ∈ Tm,n a pro každé i ∈ m̂, j ∈ n̂ definujeme

[αA]ij = α[A]ij .

Úlohu nulového vektoru hraje nulová matice O =

( 0 0 ... 0
0 0 ... 0
...

...
...

...
0 0 ... 0

)
.

Opačným vektorem k A =

 a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...

...
...

...
am1 am2 ... amn

 je −A =

 −a11 −a12 ... −a1n
−a21 −a22 ... −a2n

...
...

...
...

−am1 −am2 ... −amn

.

Sami ověřte, že čtveřice (Tm,n, T,+, ·) splńı všechny axiomy, tedy Tm,n nad T s operacemi de-
finovanými po prvćıch je vektorový prostor, nazýváme jej prostorem matic (o m řádćıch a n
sloupćıch).

Poznámka 13. Značeńı Tm,n použ́ıváme pro množinu matic o m řádćıch a n sloupćıch s prvky
z tělesa a pro vektorový prostor Tm,n, tedy čtveřici (Tm,n, T,+, ·). Je třeba podle kontextu odlǐsit,
o který př́ıpad jde.

Poznámka 14. Rozmyslete si, že prostory Tn a Tn,1 lze ztotožnit.

Poznámka 15. Pojem matice je v lineárńı algebře velmi d̊uležitý. Podstatnou část lineárńı algebry
bude tvořit maticový počet. Prozat́ım vystač́ıme s matićı jakožto vektorem z Tm,n, v́ıce se dozv́ıme
v budoucnu.

Př́ıklad 3. K pochopeńı tohoto př́ıkladu je vhodné si přeč́ıst Dodatek: Polynomy.

1. Necht’ T = C.

2. Necht’ V = P, což je množina všech polynom̊u.

3. Operaci sč́ıtáńı vektor̊u definujeme
”

bodově“:
Pro každé p, q ∈ P definujeme (p+ q)(t) = p(t) + q(t) pro každé t ∈ C.

4. Operaci násobeńı vektoru komplexńım č́ıslem definujeme
”

bodově“:
Pro každé α ∈ C a p ∈ P definujeme (αp)(t) = αp(t) pro každé t ∈ C.

Úlohu nulového vektoru hraje nulový polynom O definovaný O(t) = 0 pro každé t ∈ C.
Opačným vektorem k p ∈ P je opačný polynom definovaný (−p)(t) = −p(t) pro každé t ∈ C.
Sami ověřte, že čtveřice (P,C,+, ·) splńı všechny axiomy, tedy P nad C s operacemi definovanými
bodově je vektorový prostor, nazýváme jej prostorem polynomů.

Př́ıklad 4. Ponechme vše definované stejně jako v prostoru polynom̊u, pouze změńıme množinu
V . Necht’ n ∈ N. Položme V = Pn, což je množina polynom̊u stupně maximálně n− 1 s přidáńım
nulového polynomu (který nemá stupeň definovaný). Opět sami ověřte, že (Pn,C,+, ·) tvoř́ı vek-
torový prostor nad C.
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Poznámka 16. Snadno si rozmysĺıme, že bez přidáńı nulového polynomu neńı Pn definovaný výše
vektorovým prostorem.

Př́ıklad 5. Pro modelováńı prostor̊u R2 a R3 budeme použ́ıvat orientované šipky. Vysvětleme
vizualizaci R2. V R3 postupujeme analogicky.

1. Tělesem jsou reálná č́ısla.

2. Vektoru ( α1
α2

) odpov́ıdá šipka zač́ınaj́ıćı v počátku ( 0
0 ) a konč́ıćı v bodě ( α1

α2
), takové šipce se

někdy ř́ıká pr̊uvodič bodu ( α1
α2

).

3. Součet ~a +~b se źıská, když do koncového bodu šipky odpov́ıdaj́ıćı ~a umı́st́ıme počátek šipky
rovnoběžné a stejně velké jako šipka odpov́ıdaj́ıćı ~b. Snadno si rozmysĺıme, že takové sč́ıtáńı
odpov́ıdá sč́ıtáńı vektor̊u po složkách, jak jsme je zavedli ve vektorovém prostoru R2. Tı́m
źıskáme koncový bod šipky odpov́ıdaj́ıćı ~a+~b.

4. α~a źıskáme tak, že velikost šipky odpov́ıdaj́ıćı ~a vynásob́ıme |α|. Poté ji umı́st́ıme do počátku
a orientaci nezměńıme, pokud α ≥ 0, nebo změńıme na opačnou, pokud α < 0.

Snadno ověř́ıme, že plat́ı axiomy. Komutativńı zákon ilustruje 1. a 2. bod obrázku 1.

Obrázek 1: 1. Součet vektor̊u ~a+~b, kde ~a reprezentuje červená, ~b modrá šipka a ~a+~b černá šipka.
2. Součet vektor̊u ~b+~a, kde ~a reprezentuje červená, ~b modrá šipka a ~b+~a černá šipka. 3. 2~a, kde
~a reprezentuje červená a 2~a modrá šipka. 4. − 1

2~a, kde ~a reprezentuje červená a − 1
2~a modrá šipka.

Poznámka 17. Rozmyslete si, že plat́ı tvrzeńı:
Necht’ V je vektorový prostor nad T a necht’ T1 je těleso splňuj́ıćı T1 ⊂ T . Pak V je při zachováńı
stejných operaćı také vektorovým prostorem nad T1. Např́ıklad Cn tvoř́ı vektorový prostor nad R,
pokud jsou operace definovány po složkách. Pozor! Jde o jiný vektorový prostor než Cn nad C.
Pozor!! Naopak to neplat́ı, např́ıklad Rn při operaćıch definovaných po složkách netvoř́ı vektorový
prostor nad C.
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2 Základńı informace o řešeńı soustav lineárńıch algebraických
rovnic

Soustavou m lineárńıch algebraických rovnic (LAR) pro n neznámých nazveme každou soustavu
tvaru

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
...

. . .
... =

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

,

kde č́ısla aij a bi pro i ∈ m̂ a j ∈ n̂ jsou obecně komplexńı.
Názvoslov́ı:

• Matice

A =

 a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 ... amn


se nazývá matićı soustavy.

• Matice

(A|~b) =

 a11 a12 ... a1n b1
a21 a22 ... a2n b2
...

...
. . .

...
am1 am2 ... amn bm


se nazývá rozš́ı̌renou matićı soustavy.

• Vektor ~b =

 b1
b2
...
bm

 ∈ Cm se nazývá sloupec pravých stran.

• Vektor ~x =

 x1
x2

...
xn

 ∈ Cn, pro nějž je soustava splněna, se nazývá řešeńım soustavy.

• Ř́ıkáme, že soustava je homogenńı nebo bez pravé strany, pokud ~b = ~0.

• V opačném př́ıpadě jde o soustavu s pravou stranou.

Poznámka 18. D̊uležité je si uvědomit, že existuj́ı soustavy, jež řešeńı nemaj́ı. Např́ıklad

3x1 + 2x2 = 5
3x1 + 2x2 = 7

.

A naopak existuj́ı soustavy, které maj́ı řešeńı v́ıce. Např́ıklad

3x1 + 2x2 = 5
6x1 + 4x2 = 10

má řešeńı

(
1
1

)
a také

(
−1

4

)
. Dokonce má nekonečně mnoho řešeńı.

Poznámka 19. Homogenńı soustava má vždy alespoň jedno řešeńı, a to řešeńı ~0 =


0
0
...
0

. Toto

řešeńı nazýváme triviálńım.
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V této kapitole se nebudeme učit hledat všechna řešeńı, ale budeme se zabývat dvěma trochu
lehč́ımi otázkami:

1. Jak zjistit, zda je daná soustava řešitelná?

2. Jak naj́ıt alespoň jedno řešeńı? (Samozřejmě za předpokladu, že soustava je řešitelná.)

Budeme převádět soustavu do tak jednoduchého tvaru, že z něj bude odpověd’ na tyto dvě otázky
zřejmá. Důležité je, že úpravy budeme provádět tak, že nezměńıme množinu řešeńı. Takovým
úpravám se ř́ıká ekvivalentńı a budeme použ́ıvat tři takové úpravy:

1. záměna dvou rovnic,

2. přičteńı násobku jiné rovnice k vybrané rovnici,

3. násobeńı rovnice č́ıslem α 6= 0.

Rozmyslete si, že takovými úpravami se skutečně množina řešeńı soustavy neměńı. Dále si uvědomte,
že mı́sto abychom tyto úpravy prováděli s rovnicemi, můžeme je provádět př́ımo v rozš́ı̌rené matici
soustavy. Jde pak o úpravy:

1. záměna dvou řádk̊u,

2. přičteńı násobku jiného řádku k vybranému řádku,

3. násobeńı řádku č́ıslem α 6= 0.

Tyto úpravy budeme provádět s ćılem dostat rozš́ı̌renou matici soustavy do tzv. horńıho
stupňovitého tvaru.

Definice 4. Matice A o m řádćıch a n+ 1 sloupćıch s prvky aij , i ∈ m̂, j ∈ n̂+ 1, je v horńım

stupňovitém tvaru, pokud existuje ` ∈ n̂+ 1 a indexy k1, k2, . . . , k` takové, že 1 ≤ k1 < k2 <
· · · < k` ≤ n+ 1 a plat́ı pro každé i ∈ ̂̀

1. aiki 6= 0,

2. aij = 0 pro j < ki,

3. aij = 0 pro i > `, j ∈ n̂+ 1.

Matice v horńım stupňovitém tvaru má tedy tyto vlastnosti: V prvńım řádku je prvńı nenulový
prvek ve sloupci k1, ve druhém řádku ve sloupci k2, až v `-tém řádku ve sloupci k`. Od (`+1)-ńıho
řádku poč́ınaje jsou všechny řádky nulové.

Soustava s rozš́ı̌renou matićı v horńım stupňovitém tvaru má tedy tvar:

a1k1xk1 + . . . + a1k2xk2 + . . . + a1k`xk` + . . . + a1nxn = a1(n+1)

a2k2xk2 + . . . + a2k`xk` + . . . + a1nxn = a2(n+1)

. . .
...

...
...

...
a`k`xk` + . . . + a`nxn = a`(n+1)

.

Sloupce rozš́ı̌rené matice soustavy s indexy k1, k2, . . . , k` nazýváme hlavńı sloupce, ostatńı
sloupce nazýváme vedleǰśı.

Z posledńı soustavy snadno vyčteme odpověd’ na řešené problémy.

1. Soustava je řešitelná, právě když sloupec pravých stran je vedleǰśı.

Je zřejmé, že když je sloupec pravých stran hlavńı, tj. kl = n+ 1, má posledńı rovnice tvar
0 = al(n+1), tedy nula má být rovna nenulovému č́ıslu, což neńı možné. To, že soustava
řešitelná je, když je sloupec pravých stran vedleǰśı, vyplyne z následuj́ıćıho tvrzeńı.
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2. Je-li sloupec pravých stran vedleǰśı, řešeńı soustavy nalezneme tak, že neznámé od-
pov́ıdaj́ıćı vedleǰśım sloupc̊um zvoĺıme libovolně a zbylé neznámé jednoznačně
dopoč́ıtáme.

Je jasně vidět, že pokud jsou neznámé odpov́ıdaj́ıćı vedleǰśım sloupc̊um zvoleny, dopoč́ıtáme
z posledńı rovnice xk` , po dosazeńı do předposledńı rovnice dopoč́ıtáme xk`−1

atd.

Poznámka 20. Neńı těžké ověřit, že plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı. Soustava má jediné řešeńı,
právě když má matice soustavy jen samé hlavńı sloupce a sloupec pravých stran je
vedleǰśı. Když totǐz neexistuj́ı vedleǰśı sloupce, nelze žádné neznámé volit.

D̊usledkem pak je, že homogenńı soustava má jen triviálńı řešeńı, právě když má matice sou-
stavy jen hlavńı sloupce.

Pokud má matice homogenńı soustavy i vedleǰśı sloupce, pak při hledáńı netriviálńıho řešeńı je
třeba zvolit alespoň jednu neznámou odpov́ıdaj́ıćı vedleǰśımu sloupci nenulovou.

Zbývá zodpovědět otázku: Lze každou rozš́ı̌renou matici soustavy převést ekviva-
lentńımi řádkovými úpravami do horńıho stupňovitého tvaru? Ano! Dokonce stač́ı 1.
a 2. ekvivalentńı řádková úprava. Např́ıklad následuj́ıćım algoritmem:

• Prohledáme prvńı sloupec matice a nalezneme nenulový prvek. Odpov́ıdaj́ıćı řádek zaměńıme
s prvńım řádkem. Neńı-li v prvńım sloupci nenulový prvek, postupujeme stejně s druhým
sloupcem. Označ́ıme k1 index prvńıho sloupce, ve kterém najdeme nenulové č́ıslo. Od 2.
řádku poč́ınaje odečteme takové násobky prvńıho řádku, abychom ve sloupci s indexem k1
dostali nuly.

• Prohledáváme daľśı sloupce, které jsou na řadě, vždy od druhého řádku poč́ınaje. Index
prvńıho sloupce, v němž najdeme nenulový prvek, označ́ıme k2. Odpov́ıdaj́ıćı řádek zaměńıme
s druhým řádkem. Od třet́ıho a daľśıch řádk̊u odeč́ıtáme takové násobky druhého řádku,
abychom vyrobili od třet́ıho řádku poč́ınaje ve sloupci s indexem k2 samé nuly.

• Takto postupujeme tak dlouho, dokud jsou v prohledávaných sloupćıch na potřebných
mı́stech nenulové prvky.

Př́ıklad 6. Zjistěte, zda je následuj́ıćı soustava řešitelná. Pokud ano, najděte jedno řešeńı.

x1 + 3x2 − 2x4 = 1
−4x1 − 2x2 + 5x3 − 9x4 = 0
x1 + 3x2 + x4 = 0

.

Řešeńı: Odpov́ıdaj́ıćı rozš́ıřenou matici soustavy uprav́ıme do horńıho stupňovitého tvaru: 1 3 0 −2 1
−4 −2 5 −9 0

1 3 0 1 0

 ∼
 1 3 0 −2 1

0 10 5 −17 4
0 0 0 3 −1

 .

Soustava je řešitelná, protože sloupec pravých stran je vedleǰśı. Řešeńı najdeme volbou neznámé v
jediném vedleǰśım sloupci, kterým je třet́ı sloupec. Zvoĺıme třeba x3 = 0. Zbylé neznámé dopoč́ıtáme
ze soustavy odpov́ıdaj́ıćı matici v horńım stupňovitém tvaru

x1 + 3x2 − 2x4 = 1
10x2 + 5x3 − 17x4 = 4

3x4 = −1
.

Dostáváme x4 = −1/3, x2 = −1/6, x1 = 5/6. Řešeńım je tedy např. ~x = 1
6


5
−1

0
−2

.
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3 Lineárńı závislost a nezávislost, báze a dimenze, souřadnice

Definice 5. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T . Necht’ n ∈ N a ~x1, ~x2, . . . , ~xn jsou vek-
tory z V . Uspořádanou n-tici (~x1, ~x2, . . . , ~xn) nazveme n-členným souborem. Součet souboru
(~x1, ~x2, . . . , ~xn) znač́ıme

∑n
i=1 ~xi a definujeme

n∑
i=1

~xi =
((

((~x1 + ~x2) + ~x3) + ~x4
)

+ · · ·+ ~xn

)
.

Poznámka 21.

Ujasněte si řádně rozd́ıl mezi pojmy soubor vektor̊u (~x1, ~x2, . . . , ~xn), což je uspořádaná n-tice vek-
tor̊u (členy souboru se mohou opakovat a zálež́ı na jejich pořad́ı), a množina vektor̊u {~x1, ~x2, . . . , ~xn},
kde se prvky neopakuj́ı a nezálež́ı na jejich pořad́ı.

Př́ıklad 7. Uvažujme prostor R2, pak

1. (

(
1
−1

)
,

(
1
−1

)
,

(
1
1

)
) 6= (

(
1
−1

)
,

(
1
1

)
) 6= (

(
1
1

)
,

(
1
−1

)
).

2.

{(
1
−1

)
,

(
1
−1

)
,

(
1
1

)}
=

{(
1
−1

)
,

(
1
1

)}
=

{(
1
1

)
,

(
1
−1

)}
.

Poznámka 22. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T a (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je soubor vektor̊u
z V . Pak

∑n
i=1 ~xi je opět vektorem z V . To plyne z faktu, že s vektory provedeme konečný počet

sč́ıtáńı, přičemž každý mezisoučet je z V , tedy i výsledek je z V .

Věta 2 (Vlastnosti součtu souboru). Necht’ n ∈ N, n ≥ 2 a (~x1, ~x2, . . . , ~xn) a (~y1, ~y2, . . . , ~yn) jsou
soubory vektor̊u z vektorového prostoru V nad tělesem T . Pak

1. pro každé k ∈ n̂− 1 plat́ı
∑n
i=1 ~xi =

∑k
i=1 ~xi +

∑n
i=k+1 ~xi (zobecněný asociativńı zákon

pro ⊕),
Slovy:

”
v součtu souboru nezálež́ı na uzávorkováńı“.

2. pro každou permutaci (k1, k2, . . . , kn) množiny n̂ plat́ı
∑n
i=1 ~xi =

∑n
i=1 ~xki (zobecněný

komutativńı zákon pro ⊕),
Slovy:

”
v součtu souboru nezálež́ı na pořad́ı vektor̊u“.

3. pro každé α ∈ T plat́ı α
∑n
i=1 ~xi =

∑n
i=1 α~xi (zobecněný distributivńı zákon pro �

vzhledem ke sč́ıtáńı vektor̊u),

4.
∑n
i=1 ~xi +

∑n
i=1 ~yi =

∑n
i=1(~xi + ~yi).

D̊ukaz. Lze provést matematickou indukćı. Neńı těžký, ale technický. Proto jej vynecháváme.
Zkuste sami, zda byste uměli d̊ukaz provést.

Definice 6. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T a (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je soubor vektor̊u z V .
Řı́káme, že vektor ~x je lineárńı kombinaćı (LK) souboru (~x1, ~x2, . . . , ~xn), pokud existuj́ı č́ısla
α1, α2, . . . , αn ∈ T taková, že

~x =

n∑
i=1

αi~xi.

Čı́sla αi, i ∈ n̂, nazýváme koeficienty LK.

1. Jestlǐze αi = 0 pro všechna i ∈ n̂, nazýváme takovou LK triviálńı.

2. V opačném př́ıpadě (tj. když existuje index i0 ∈ n̂ tak, že αi0 6= 0) jde o netriviálńı LK.
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Poznámka 23. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T a (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je soubor vektor̊u
z V . Pak libovolná LK (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je opět vektorem z V (definice LK má tedy dobrý smysl).
To plyne z faktu, že každý sč́ıtanec αi~xi je součinem č́ısla a vektoru, tedy vektorem z V , a součet
souboru je z V podle Poznámky 22.

Poznámka 24. Někdy užijeme slovńıho spojeńı
”

vektor ~x je LK vektor̊u ~x1, ~x2, . . . , ~xn“ mı́sto

”
vektor ~x je LK souboru (~x1, ~x2, . . . , ~xn)“. Obě vyjádřeńı maj́ı stejný význam.

Poznámka 25. Rozmyslete si, že výsledkem triviálńı LK je nulový vektor.

Definice 7. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T a (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je soubor vektor̊u
z V . Množinu všech LK souboru (~x1, ~x2, . . . , ~xn) nazveme lineárńım obalem (LO) souboru
(~x1, ~x2, . . . , ~xn) a znač́ıme ji [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ, tj.

[~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ =

{
n∑
i=1

αi~xi
∣∣ pro každé i ∈ n̂ je αi ∈ T

}
.

Vektory ~x1, ~x2, . . . , ~xn nazýváme generátory LO.

Věta 3 (Vlastnosti LO). Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T a ~x1, ~x2, . . . , ~xn, ~xn+1 jsou
vektory z V . Pak plat́ı:

1. ~0 ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ.

2. Jestlǐze (k1, k2, . . . , kn) je permutace množiny n̂, pak plat́ı [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ = [~xk1 , ~xk2 , . . . , ~xkn ]λ.
Slovy:

”
LO nezáviśı na pořad́ı generátor̊u“.

3. Pokud ~xn+1 ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ, pak plat́ı [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ = [~x1, ~x2, . . . , ~xn, ~xn+1]λ.
Slovy:

”
generátor, který je LK ostatńıch generátor̊u, lze z LO vyhodit a také do LO přihodit,

anǐz by se LO změnil“.

4. Je-li ~x, ~y ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ, potom ~x+ ~y ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ.
Slovy:

”
LO je uzavřený na sč́ıtáńı vektor̊u“.

5. Je-li α ∈ T a ~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ, potom α~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ.
Slovy:

”
LO je uzavřený na násobeńı vektoru č́ıslem z T“.

6. [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ tvoř́ı vektorový prostor nad tělesem T při zachováńı operaćı z V .

D̊ukaz. 1. Vyplývá z rovnosti ~0 =
∑n
i=1 0~xi.

2. Tvrzeńı plyne z rovnosti
n∑
i=1

αi~xi =

n∑
i=1

αki~xki ,

která je d̊usledkem zobecněného komutativńıho zákona.

3. Rovnost dvou množin se v matematice obvykle dokazuje tak, že se dokáž́ı dvě inkluze.
Budeme postupovat také tak.

(a) Dokážeme nejprve, že [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ ⊂ [~x1, ~x2, . . . , ~xn, ~xn+1]λ, tj. pro libovolný vektor
~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ ukážeme, že ~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn, ~xn+1]λ. Necht’ ~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ,
pak podle definice LO existuj́ı č́ısla α1, . . . , αn ∈ T taková, že ~x =

∑n
i=1 αi~xi. Potom

ale také plat́ı, že ~x =
∑n
i=1 αi~xi + 0~xn+1, a to opět podle definice LO znamená, že

~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn, ~xn+1]λ.
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(b) Zbývá dokázat, že [~x1, ~x2, . . . , ~xn, ~xn+1]λ ⊂ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ, tj. pro libovolný vektor ~x ∈
[~x1, ~x2, . . . , ~xn, ~xn+1]λ ukážeme, že ~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ. Necht’ ~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn+1]λ,

pak podle definice LO existuj́ı č́ısla α1, . . . , αn+1 ∈ T taková, že ~x =
∑n+1
i=1 αi~xi.

Upravme rovnost následovně

~x =

n∑
i=1

αi~xi + αn+1~xn+1. (2)

Teprve nyńı využijeme předpoklad, že ~xn+1 ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ. To podle definice LO
znamená, že existuj́ı č́ısla β1, . . . , βn ∈ T taková, že ~xn+1 =

∑n
i=1 βi~xi. Odtud uprav́ıme

rovnost (2) následovně

~x =

n∑
i=1

αi~xi + αn+1

n∑
i=1

βi~xi =

n∑
i=1

(αi + αn+1βi)~xi.

V posledńı úpravě jsme využili Větu 2 o vlastnostech součtu souboru a axiomy vekto-
rového prostoru. Podle definice LO vid́ıme, že ~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ.

(c) Je-li ~x, ~y ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ, pak existuj́ı č́ısla α1, . . . , αn ∈ T a β1, . . . , βn ∈ T taková,
že

~x =

n∑
i=1

αi~xi a ~y =

n∑
i=1

βi~xi.

Odtud dostáváme d́ıky Větě 2 o vlastnostech součtu souboru a axiomům vektorového
prostoru, že

~x+ ~y =

n∑
i=1

(αi + βi)~xi,

což podle definice LO znamená, že ~x+ ~y ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ.

(d) Je-li α ∈ T a ~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ, pak existuj́ı č́ısla α1, . . . , αn ∈ T taková, že

~x =

n∑
i=1

αi~xi.

Pak plat́ı d́ıky Větě 2 o vlastnostech součtu souboru a axiomům vektorového prostoru,
že

α~x =

n∑
i=1

(ααi)~xi,

což podle definice LO znamená, že α~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ.

(e) Z předchoźıch dvou bod̊u v́ıme, že LO je uzavřený na sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektoru
č́ıslem z T při zachováńı operaćı z V . Zbývá ověřit platnost 8 axiomů vektorového
prostoru.

• Jelikož V je vektorový prostor, je jasné, že~0 ∈ V splňuje pro každý ~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ ⊂
V rovnost

~x+~0 = ~x.

A jelikož podle 1. vlastnosti LO patř́ı ~0 do [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ, dokázali jsme t́ım
platnost 3. axiomu o existenci nulového vektoru v [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ.

• Jelikož V je vektorový prostor, je jasné, že pro každý ~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ ⊂ V lež́ı
ve V i −~x splňuj́ıćı rovnost

~x+ (−~x) = ~0.

A jelikož podle Věty 1 plat́ı, že −~x = (−1)~x, a podle 5. vlastnosti LO (uzavřenost
LO na násobeńı č́ıslem z T ) patř́ı (−1)~x do [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ, dokázali jsme t́ım plat-
nost 4. axiomu o existenci opačného vektoru ke každému vektoru z [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ.
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• Všechny ostatńı axiomy jsou splněny pro všechny vektory z V , t́ım sṕı̌se jsou
splněny pro všechny vektory z [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ ⊂ V .

Př́ıklad 8. Rozmyslete si, jak vypadaj́ı LO v R2.

1. [( 0
0 )]λ je jediný bod ( 0

0 ).

2. [~x]λ, kde ~x 6= ~0, je př́ımka. Obsahuje totǐz právě všechny možné reálné násobky vektoru ~x.

3. [~x, ~y]λ, kde ~x a ~y nelež́ı v jedné př́ımce, je celá rovina R2. K d̊ukazu, že každý vektor z R2

lze psát jako LK (~x, ~y), použijte vizualizaci R2 pomoćı šipek.

Obrázek 2: Ukázka, jak r̊uzné vektory z R2 (vyznačeny modře) źıskáváme jako LK (~x, ~y) (vy-
značeny červeně).

3.1 Lineárńı závislost a nezávislost

Definice 8. Necht’ (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je soubor vektor̊u z vektorového prostoru V nad tělesem T .
Řekneme, že soubor je

1. lineárně nezávislý (LN), pokud

(∀α1, . . . , αn ∈ T )

(
(

n∑
i=1

αi~xi = ~0)⇒ (∀i ∈ n̂)(αi = 0)

)
,

slovy:
”

jedině triviálńı LK kombinace souboru dává nulový vektor“,

2. lineárně závislý (LZ) v opačném př́ıpadě, tj. pokud plat́ı negace předchoźıho výroku

(∃α1, . . . , αn ∈ T )

(
(

n∑
i=1

αi~xi = ~0) ∧ (∃i ∈ n̂)(αi 6= 0)

)
,

slovy:
”

existuje netriviálńı LK souboru rovná nulovému vektoru“.

Věta 4 (Vlastnosti LN a LZ soubor̊u). Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T a ~x1, ~x2, . . . , ~xn
jsou vektory z V . Pak plat́ı:

1. (~x1) je LZ ⇔ ~x1 = ~0.

2. Pokud soubor (~x1, ~x2, . . . , ~xn) obsahuje ~0, pak je LZ.

3. (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je LZ ⇔ (~xk1 , ~xk2 , . . . , ~xkn) je LZ, kde (k1, . . . , kn) je libovolná permutace n̂.
Slovy:

”
LZ souboru nezáviśı na pořad́ı vektor̊u v souboru“.

4. Pokud (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je LN, pak pro každé k ∈ n̂ plat́ı (~x1, ~x2, . . . , ~xk) je LN.
Slovy:

”
vyhod́ıme-li z LN souboru vektory, z̊ustane LN“.
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5. Je-li (~x1, ~x2, . . . , ~xk) LZ pro nějaké k ∈ n̂, pak (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je LZ.
Slovy:

”
přidáme-li do LZ souboru vektory, z̊ustane LZ“.

6.
”

Alternativńı definice LZ“
Necht’ n ≥ 2. (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je LZ ⇔ (∃i0 ∈ n̂)(~xi0 ∈ [~x1, . . . , ~xi0−1, ~xi0+1 . . . , ~xn]λ).
Slovy:

”
v alespoň 2-prvkovém LZ souboru existuje vektor, který je LK ostatńıch“.

7.
”

Alternativńı definice LZ“
(~x1, ~x2, . . . , ~xn) je LZ ⇔ ~x1 = ~0 nebo (∃i0 ∈ {2, . . . , n})(~xi0 ∈ [~x1, . . . , ~xi0−1]λ).
Slovy:

”
v LZ souboru je prvńı vektor nulový nebo existuje vektor, který je LK předchoźıch“.

D̊ukaz. 1. Ukazujeme ekvivalenci, tedy dvě implikace.
(⇒) : Předpokládáme, že (~x1) je LZ. Podle definice existuje α ∈ T, α 6= 0, takové, že α~x1 = ~0.
Podle Věty 1 pak máme ~x1 = ~0.
(⇐) : Předpokládáme, že ~x1 = ~0. Potom 1~x1 = ~0, což je netriviálńı LK (~x1) rovná ~0, proto
podle definice je (~x1) LZ.

2. Necht’ ~xi = ~0 pro nějaké i ∈ n̂, pak tvrzeńı plyne z rovnosti

~0 = 0~x1 + · · ·+ 1~xi + · · ·+ 0~xn,

tedy z faktu, že ~0 dostaneme jako netriviálńı LK souboru (~x1, ~x2, . . . , ~xn), kde v LK jsou
všechny koeficienty kromě i-tého rovny 0 a i-tý klademe roven 1, a tedy soubor je LZ.

3. Tvrzeńı plyne z rovnosti
n∑
i=1

αi~xi =

n∑
i=1

αki~xki ,

která je d̊usledkem zobecněného komutativńıho zákona. Jakmile je na jedné straně netriviálńı
LK dávaj́ıćı ~0, pak i na druhé straně je netriviálńı LK dávaj́ıćı ~0.

4. Dokažme tvrzeńı sporem. Necht’ (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je LN a zároveň (~x1, ~x2, . . . , ~xk) je LZ pro
nějaké k ∈ n̂. Pak existuj́ı č́ısla α1, . . . , αk ∈ T alespoň jedno nenulové taková, že ~0 =∑k
i=1 αi~xi. Pak ale také plat́ı ~0 =

∑k
i=1 αi~xi +

∑n
i=k+1 0~xi, což je netriviálńı LK souboru

(~x1, ~x2, . . . , ~xn) dávaj́ıćı ~0, a tedy máme spor s LN (~x1, ~x2, . . . , ~xn).

5. Toto tvrzeńı plyne z předchoźıho užit́ım faktu, že když plat́ı implikace A⇒ B, tak plat́ı také
implikace eB ⇒eA.

6. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvě implikace.
(⇒) : Předpokládáme, že (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je LZ, tedy podle definice existuj́ı č́ısla α1, . . . , αn ∈
T taková, že alespoň jedno z nich je nenulové (označme je αi0) a

∑n
i=1 αi~xi = ~0. Odtud

dostaneme αi0~xi0 = −
∑n
i=1,i6=i0 αi~xi. A na závěr máme

~xi0 =

n∑
i=1,i6=i0

(−αi/αi0)~xi.

Tedy podle definice LO dostáváme ~xi0 ∈ [~x1, . . . , ~xi0−1, ~xi0+1, . . . , ~xn]λ.
(⇐) : Předpokládejme, že ~xi0 ∈ [~x1, . . . , ~xi0−1, ~xi0+1, . . . , ~xn]λ. Podle definice LO existuj́ı
č́ısla α1, . . . , αi0−1, αi0+1, . . . , αn ∈ T taková, že

~xi0 =

n∑
i=1,i6=i0

αi~xi.

Odtud dostáváme
∑n
i=1,i6=i0(−αi)~xi + 1~xi0 = ~0, což je netriviálńı LK (~x1, ~x2, . . . , ~xn) rovná

~0, proto (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je LZ.
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7. Opět dokazujeme dvě implikace.
(⇒) : Necht’ (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je LZ, pak samozřejmě ~x1 může být nulový. Ošetřeme ještě
př́ıpad, kdy ~x1 6= ~0. Pak z definice LZ plyne, že existuj́ı č́ısla α1, . . . , αn ∈ T taková, že∑n
i=1 αi~xi = ~0 a alespoň jedno z č́ısel je nenulové. Označme i0 = max{i ∈ n̂

∣∣ αi 6= 0}.
Množina vpravo je neprázdná, protože aspoň jedno z č́ısel αi je nenulové. Nav́ıc i0 ≥ 2.
Kdyby totiž i0 = 1, pak by α1~x1 = ~0, což je spor s Větou 1, podle které plyne z ~x1 6= ~0, že
α1 = 0. Odtud dostáváme ~0 =

∑n
i=1 αi~xi =

∑i0
i=1 αi~xi. Dále máme αi0~xi0 =

∑i0−1
i=1 αi~xi a

na závěr ~xi0 =
∑i0−1
i=1 (−αi/αi0)~xi. Což podle definice LO znamená, že ~xi0 ∈ [~x1, . . . , ~xi0−1]λ.

(⇐) : Necht’ ~x1 = ~0, pak podle 2. vlastnosti této věty je soubor (~x1, ~x2, . . . , ~xn) LZ. Druhá

možnost je, že ~x1 6= ~0 a ~xi0 =
∑i0−1
i=1 αi~xi pro nějaké i0 ≥ 2. Pak plat́ı ~0 =

∑i0−1
i=1 αi~xi +

(−1)~xi0 +
∑n
i=i0+1 0~xi, což je netriviálńı LK souboru (~x1, ~x2, . . . , ~xn), který je tedy LZ.

Př́ıklad 9. Rozmyslete si, že soubor dvou vektor̊u (~x, ~y) je LZ ⇔ (∃α ∈ T )(~x = α~y ∨ ~y = α~x).

3.2 Báze a dimenze

Definice 9. Necht’ ~x1, ~x2, . . . , ~xn jsou vektory z vektorového prostoru V nad tělesem T . Necht’ V =
[~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ. Pak ř́ıkáme, že (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je soubor generátor̊u (generuj́ıćı soubor) V .
Řı́káme, že (~x1, ~x2, . . . , ~xn) generuje V .

Poznámka 26. V př́ıpadě LO už jsme generátory zaváděli, nazývali jsme tak pro LO [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ
vektory ~x1, ~x2, . . . , ~xn. Nyńı vid́ıme, že chápeme-li LO jako vektorový prostor, pak jsme v souladu
s novou definićı.

Definice 10. Necht’ n ∈ N. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T a (~x1, ~x2, . . . , ~xn) splňuje
2 podmı́nky

1. (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je LN,

2. (~x1, ~x2, . . . , ~xn) generuje V .

Pak (~x1, ~x2, . . . , ~xn) nazveme báźı V .

Poznámka 27. V = {~0} bázi nemá, protože v něm neexistuje LN soubor.

Př́ıklad 10. Rozhodněte o LN či LZ souboru (~x1, ~x2, ~x3, ~x4) z R4.

1.

~x1 =


1
1
0
0

 , ~x2 =


0
0
1
1

 , ~x3 =


0
1
0
1

 , ~x4 =


1
0
1
1

 .

Řešeńı: Zjǐst’ujeme, zda rovnice α1~x1 + α2~x2 + α3~x3 + α4~x4 = ~0 má jen triviálńı řešeńı
α1 = α2 = α3 = α4 = 0 (pak je soubor podle definice LN) nebo zda existuje netriviálńı
řešeńı, tedy alespoň jedno z α1, α2, α3, α4 6= 0 (pak je soubor podle definice LZ). Dostáváme
soustavu

1α1 + 0α2 + 0α3 + 1α4 = 0
1α1 + 0α2 + 1α3 + 0α4 = 0
0α1 + 1α2 + 0α3 + 1α4 = 0
0α1 + 1α2 + 1α3 + 1α4 = 0

.

V maticovém zápisu máme homogenńı soustavu s matićı
1 0 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1

 .
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Uprav́ıme ji ekvivalentńımi řádkovými úpravami do horńıho stupňovitého tvaru
1 0 0 1
0 0 1 −1
0 1 0 1
0 1 1 1

 ∼


1 0 0 1
0 1 0 1
0 1 1 1
0 0 1 −1

 ∼


1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 1 −1

 ∼


1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 −1

 .

Vid́ıme, že matice v horńım stupňovitém tvaru má samé hlavńı sloupce. Z kapitoly Základńı
informace o řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic pak v́ıme, že v takovém př́ıpadě
existuje jen triviálńı řešeńı α1 = α2 = α3 = α4 = 0. To jest, dokázali jsme, že soubor
(~x1, ~x2, ~x3, ~x4) je LN.

2.

~x1 =


1
1
0
0

 , ~x2 =


0
0
1
1

 , ~x3 =


1
−1

1
0

 , ~x4 =


0
2
0
1

 .

Řešeńı: Zjǐst’ujeme, zda rovnice α1~x1 + α2~x2 + α3~x3 + α4~x4 = ~0 má jen triviálńı řešeńı
α1 = α2 = α3 = α4 = 0 (pak je soubor podle definice LN) nebo zda existuje netriviálńı
řešeńı, tedy alespoň jedno z α1, α2, α3, α4 6= 0 (pak je soubor podle definice LZ). Dostáváme
soustavu

1α1 + 0α2 + 1α3 + 0α4 = 0
1α1 + 0α2 − 1α3 + 2α4 = 0
0α1 + 1α2 + 1α3 + 0α4 = 0
0α1 + 1α2 + 0α3 + 1α4 = 0

.

V maticovém zápisu máme homogenńı soustavu s matićı
1 0 1 0
1 0 −1 2
0 1 1 0
0 1 0 1

 .

Uprav́ıme ji ekvivalentńımi řádkovými úpravami do horńıho stupňovitého tvaru
1 0 1 0
0 0 −2 2
0 1 1 0
0 1 0 1

 ∼


1 0 1 0
0 1 1 0
0 1 0 1
0 0 −2 2

 ∼


1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 −1 1
0 0 −2 2

 ∼


1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 −1 1
0 0 0 0

 .

Vid́ıme, že matice v horńım stupňovitém tvaru má posledńı sloupec vedleǰśı. Z kapitoly
Základńı informace o řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic pak v́ıme, že netriviálńı
řešeńı źıskáme, když za neznámou odpov́ıdaj́ıćı vedleǰśımu sloupci zvoĺıme nenulové č́ıslo,
např́ıklad α4 = 1, a ostatńı neznámé dopoč́ıtáme. Dostáváme α3 = 1, α2 = −1, α1 = −1.
To jest, zjistili jsme, že (−1)~x1 + (−1)~x2 + ~x3 + ~x4 = ~0. Tedy máme netriviálńı LK souboru
(~x1, ~x2, ~x3, ~x4) rovnou ~0, což znamená, že soubor je LZ. Ze vztahu (−1)~x1+(−1)~x2+~x3+~x4 =
~0 dále vid́ıme, že ~x4 = ~x1 + ~x2 − ~x3, tedy podle 3. vlastnosti LO máme [~x1, ~x2, ~x3, ~x4]λ =
[~x1, ~x2, ~x3]λ. Označme V = [~x1, ~x2, ~x3, ~x4]λ (z teorie v́ıme, že jde o vektorový prostor). Jelikož
z matice soustavy výše uvedené, vyškrtneme-li posledńı sloupec, vid́ıme, že po ekvivalentńıch
řádkových úpravách z̊ustanou v matici v horńım stupňovitém tvaru pouze hlavńı sloupce,
zjǐst’ujeme, že (~x1, ~x2, ~x3) je LN generuj́ıćı soubor V , je to tedy báze.

Daľśım d̊uležitým pojmem je dimenze, která (jak uvid́ıme zanedlouho) s báźı úzce souviśı.

Definice 11. Necht’ V 6= {~0} je vektorový prostor nad tělesem T . Necht’ existuje n ∈ N takové, že
jsou splněny 2 podmı́nky
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1. ve V existuje n-členný LN soubor,

2. každý (n+ 1)-členný soubor z V je LZ,

pak ř́ıkáme, že dimenze V je konečná a rovna n a ṕı̌seme dim V = n. V opačném př́ıpadě
ř́ıkáme, že dimenze V je nekonečná a ṕı̌seme dim V = +∞. Pro nulový vektorový prostor klademe
dim V = 0.

Poznámka 28. Rozeberme si, kdy je dim V = +∞, tj. kdy V nemá konečnou dimenzi. Opačný
př́ıpad ve výše uvedené definici znamená negaci výroku, tedy: Pro každé n ∈ N je bud’ každý n-
členný soubor ve V LZ, nebo existuje (n+ 1)-členný LN soubor. Jelikož V 6= {~0}, je jasné, že ne
každý 1-členný soubor je LZ, potom ale, má-li negace výroku platit, dostáváme, že existuje 2-členný
LN soubor ve V . Poté protože ne každý 2-členný soubor je LZ, dostáváme, že existuje 3-členný LN
soubor atd. Neboli nekonečná dimenze znamená, že ve V existuje pro každé n ∈ N n-členný LN
soubor.

Př́ıklad 11. Uvažujme prostor R4. Necht’ V = [


1
0
0
0

 ,


0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

]λ. V je LO, tedy je sám

o sobě vektorovým prostorem. Snadno nahlédneme, že (


1
0
0
0

 ,


0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

) je jeho báźı,

protože jde o LN a generuj́ıćı soubor. Ve V tedy existuje 3-členný LN soubor, zat́ım tedy v́ıme, že
dim V ≥ 3. Abychom dokázali, že dim V = 4, museli bychom ověřit, že každý 4-členný soubor z
V už je LZ. Následuj́ıćı věta nám tuto práci ušetř́ı.

Věta 5 (Steinitzova věta o výměně, 1913). Necht’ (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je LN soubor vektor̊u z vekto-
rového prostoru V nad tělesem T . Necht’ dále soubor (~y1, ~y2, . . . , ~ym) vektor̊u z V splňuje, že pro
každé i ∈ n̂

~xi ∈ [~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ.

Pak plat́ı:

1. m ≥ n,

2. existuj́ı vzájemně r̊uzné indexy i1, i2, . . . , in ∈ m̂ takové, že

[~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ = [~x1, ~x2, . . . , ~xn, (~yi
∣∣ i ∈ m̂− {i1, i2, . . . , in})]λ.

Poznámka 29.

Z 1. bodu Steinitzovy věty plyne, že počet člen̊u LN souboru ve vektorovém prostoru nepřekroč́ı
počet generátor̊u tohoto prostoru.

2. bod věty ř́ıká, že v LO existuj́ı generátory, které lze nahradit LN vektory (zápis na pravé straně
tedy znamená, že z LO obalu byly vyhozeny generátory ~yi1 , ~yi2 , . . . , ~yin), proto věta o výměně. Věta
ale neř́ıká, které z generátor̊u máme vyhodit.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme 2. bod Steinitzovy věty. Dokonce dokážeme ještě silněǰśı tvrzeńı:
Pro každé k ∈ n̂ existuj́ı vzájemně r̊uzné indexy i1, i2, . . . , ik ∈ m̂ takové, že

[~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ = [~x1, ~x2, . . . , ~xk, (~yi
∣∣ i ∈ m̂− {i1, i2, . . . , ik})]λ.

Pokud tvrzeńı dokážeme, pak pro volbu k = n jde o 2. bod věty. Důkaz provedeme indukćı podle
k.

• Pro k = 1 chceme dokázat, že existuje index i1 ∈ m̂ takový, že [~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ = [~x1, (~yi
∣∣

i ∈ m̂− {i1})]λ. Z faktu, že ~x1 ∈ [~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ plyne
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1. užit́ım Věty 3 o vlastnostech LO, že

[~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ = [~x1, ~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ, (3)

2. užit́ım Věty 4 o vlastnostech LN a LZ soubor̊u, že (~x1, ~y1, ~y2, . . . , ~ym) je LZ soubor.

Dále užit́ım Alternativńı definice LZ (7. bod Věty 4 o vlastnostech LN a LZ soubor̊u) do-
staneme, že některý z y-ových vektor̊u je LK předchoźıch (využili jsme faktu, že ~x1 6= ~0,
protože nálež́ı LN souboru), tj. existuje index i1 ∈ m̂ takový, že ~yi1 ∈ [~x1, ~y1, . . . , ~yi1−1]λ.
Odtud z Věty 3 o vlastnostech LO plyne, že ~yi1 lze z [~x1, ~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ vyhodit, aniž by se
LO změnil, tedy [~x1, ~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ = [~x1, (~yi

∣∣ i ∈ m̂−{i1})]λ. A na závěr podle (3) máme

[~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ = [~x1, (~yi
∣∣ i ∈ m̂− {i1})]λ.

• Necht’ pro 1 ≤ k < n existuj́ı vzájemně r̊uzné indexy i1, i2, . . . , ik ∈ m̂ takové, že

[~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ = [~x1, ~x2, . . . , ~xk, (~yi
∣∣ i ∈ m̂− {i1, i2, . . . , ik})]λ.

Dokážeme, že pak existuje index ik+1 ∈ m̂ r̊uzný od předchoźıch i1, . . . , ik takový, že

[~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ = [~x1, ~x2, . . . , ~xk+1, (~yi
∣∣ i ∈ m̂− {i1, i2, . . . , ik, ik+1})]λ.

Z faktu, že ~xk+1 ∈ [~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ = [~x1, ~x2, . . . , ~xk, (~yi
∣∣ i ∈ m̂− {i1, i2, . . . , ik})]λ plyne

1. užit́ım Věty 3 o vlastnostech LO, že

[~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ = [~x1, ~x2, . . . , ~xk, ~xk+1, (~yi
∣∣ i ∈ m̂− {i1, i2, . . . , ik})]λ, (4)

2. užit́ım Věty 4 o vlastnostech LN a LZ soubor̊u, že (~x1, ~x2, . . . , ~xk, ~xk+1, (~yi
∣∣ i ∈ m̂ −

{i1, i2, . . . , ik})) je LZ soubor.

Dále užit́ım Alternativńı definice LZ (7. bod Věty 4 o vlastnostech LN a LZ soubor̊u) dosta-
neme, že některý z y-ových vektor̊u (jeho index označ́ıme ik+1) je LK předchoźıch vektor̊u
v souboru (využili jsme faktu, že soubor (~x1, . . . , ~xk+1) je LN, a tedy ~x1 6= ~0 a také žádný
z vektor̊u ~xi neńı LK předchoźıch vektor̊u ~x1, . . . , ~xi−1), tj. z Věty 3 o vlastnostech LO
plyne, že ~yik+1

lze z [~x1, ~x2, . . . , ~xk, ~xk+1, (~yi
∣∣ i ∈ m̂ − {i1, i2, . . . , ik})]λ vyhodit, aniž by

se LO změnil. A na závěr podle (4) máme [~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ = [~x1, . . . , ~xk, ~xk+1, (~yi
∣∣ i ∈

m̂− {i1, i2, . . . , ik, ik+1})]λ.

Nyńı zbývá dokázat 1. bod Steinitzovy věty, přičemž 2. bod je již dokázaný, tedy jej můžeme
využ́ıt. Budeme postupovat sporem. Předpokládejme, že n > m. Pak ale existuj́ı vzájemně r̊uzné
indexy i1, i2, . . . , im ∈ m̂ (což jsou ale tedy nutně všechna č́ısla z množiny m̂) takové, že [~y1, . . . , ~ym]λ =
[~x1, . . . , ~xm, (~yi

∣∣ i ∈ m̂−{i1, i2, . . . , im})]λ = [~x1, . . . , ~xm]λ, kde posledńı rovnost plyne z faktu, že
m̂ − {i1, i2, . . . , im} = ∅. Jelikož je n > m, plyne z předpoklad̊u věty, že ~xm+1 ∈ [~y1, . . . , ~ym]λ =
[~x1, . . . , ~xm]λ, t́ım jsme ale dostali spor s LN souboru (~x1, . . . , ~xm, ~xm+1) podle Alternativńı defi-
nice LZ (7. bod Věty 4 o vlastnostech LN a LZ soubor̊u).

Př́ıklad 12. Návrat k př́ıkladu v R4, kde vyšetřujeme dimenzi V = [


1
0
0
0

 ,


0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

]λ.

Jǐz v́ıme, že dim V ≥ 3. Jelikož V má 3-členný generuj́ıćı soubor, Steinitzova věta tvrd́ı, že LN
soubory ve V maj́ı maximálně 3 členy, a tedy každý 4-členný soubor je LZ. To už podle definice
dimenze znamená, že dim V = 3.

Steinitzova věta umožňuje zavést alternativńı definici dimenze, která dává do souvislosti pojem
dimenze a báze.
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Věta 6 (Alternativńı definice dimenze). Necht’ n ∈ N a necht’ V je vektorový prostor nad tělesem
T . Pak dim V = n tehdy a jen tehdy, když ve V existuje n-členná báze.

D̊ukaz. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvě implikace.
(⇒) : Necht’ dim V = n, pak ve V existuje podle definice dimenze n-členný LN soubor, označme
jej (~x1, ~x2, . . . , ~xn). Ukážeme, že tento soubor je báźı, tedy že V = [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ. Kdyby soubor
negeneroval V , tedy V % [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ, pak by ve V existoval vektor ~xn+1 6∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ.
Potom by ale soubor (~x1, ~x2, . . . , ~xn, ~xn+1) byl LN, což je spor s dim V = n.

Že by soubor (~x1, ~x2, . . . , ~xn, ~xn+1) byl LN, lze ukázat užit́ım Alternativńı definice LZ (7. bod
Věty 4 o vlastnostech LN a LZ soubor̊u): jelikož je soubor (~x1, . . . , ~xn) LN, plat́ı ~x1 6= ~0 a pro
každé i ∈ n̂ plat́ı, že ~xi neńı LK předchoźıch vektor̊u ze souboru, a zároveň ani ~xn+1 neńı LK
souboru (~x1, . . . , ~xn).
(⇐) : Necht’ (~x1, . . . , ~xn) je báze V , pak ve V existuje n-členný LN soubor (jelikož (~x1, . . . , ~xn) je
LN). Protože (~x1, . . . , ~xn) je také generuj́ıćı soubor, plyne z 1. bodu Steinitzovy věty, že každý LN
soubor má maximálně n člen̊u, a tedy každý (n + 1)-členný soubor je LZ. T́ım je podle definice
dokázáno, že dim V = n.

Důsledek 1 (Důsledky Steinitzovy věty). Necht’ n ∈ N a V je vektorový prostor nad tělesem T a
dim V = n. Pak plat́ı:

1. Každá báze V je n-členná.

2. Každý n-členný LN soubor ve V už generuje V , a je tedy báźı V .

3. Každý n-členný soubor generátor̊u V už je LN, a je tedy báźı V .

D̊ukaz. 1. Vı́me, že ve V existuje n-členná báze. Označme ji (~x1, . . . , ~xn). Necht’ (~y1, . . . , ~ym) je
jiná báze V . Jelikož (~x1, . . . , ~xn) je soubor generátor̊u V a (~y1, . . . , ~ym) je LN soubor ve V , je
podle 1. bodu Steinitzovy věty n ≥ m. Obdobně, protože (~y1, . . . , ~ym) je soubor generátor̊u
V a (~x1, . . . , ~xn) je LN soubor ve V , plat́ı opět podle 1. bodu Steinitzovy věty, že také m ≥ n.

2. Viz d̊ukaz 1. implikace ve Větě 6 o alternativńı definici dimenze.

3. Kdyby n-členný soubor generátor̊u nebyl LN, šlo by z jeho obalu vyhodit některý z vektor̊u,
aniž by se obal změnil. Pak by ale V byl generován n− 1 vektory, což by podle Steinitzovy
věty znamenalo, že LN soubory ve V maj́ı maximálně n− 1 člen̊u, a tedy všechny n-členné
jsou LZ. A to je spor s dim V = n.

Poznámka 30. Možná se div́ıte, proč jsme pro definici dimenze nepoužili hned na začátku definici
alternativńı (tedy pomoćı báze). Taková definice by ale potřebovala ověřit korektnost - tedy fakt,
že když ve V někdo najde bázi o 10 členech a prohláśı, že dimenze je 10, nestane se, že by někdo
jiný našel bázi o jiném počtu člen̊u. Fakt, že všechny báze v prostoru dimenze n jsou n-členné se
snadno ověř́ı pomoćı Steinitzovy věty. Zkuste sami rozmyslet, jak byste jej ověřili bez použit́ı Stei-
nitzovy věty. P̊uvodńı definice dimenze je tedy sice techničtěǰśı, ale nevyžaduje dodatečné ověřeńı
korektnosti.

Př́ıklad 13. Uved’me, jak vypadaj́ı báze a dimenze nejznáměǰśıch vektorových prostor̊u.

1. V Tn nazýváme standardńı báźı soubor E = (~e1, ~e2, . . . , ~en), kde

~e1 =

 1
0
0
...
0

 , ~e2 =

 0
1
0
...
0

 , . . . , ~en =

 0
0
0
...
1

 .

Snadno nahlédneme, že soubor E je LN. Dále E generuje V , protože každý vektor ~x = α1
α2

...
αn

 ∈ Tn lze psát jako ~x = α1~e1 + α2~e2 + · · ·+ αn~en. Proto dim Tn = n.
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2. V prostoru matic Tm,n (o m řádćıch a n sloupćıch) nazýváme standardńı báźı soubor
(E1,1,E1,2, . . . ,Em,n), kde pro každé i ∈ m̂ a každé j ∈ n̂ je Ei,j matice, která má m řádk̊u,
n sloupc̊u, prvek v i-tém řádku a j-tém sloupci je roven jedné a všechny ostatńı prvky jsou

nulové. Tedy např́ıklad E2,1 =

( 0 0 ...
1 0 ...
0 0 ...
...

...
...

)
. Podobně jako v předchoźım př́ıkladě nahlédneme,

že jde o LN soubor generátor̊u, tentokrát o mn členech, proto dim Tm,n = mn.

3. V prostoru Pn polynom̊u stupně maximálně n− 1 s přidáńım nulového polynomu nazýváme
standardńı báźı soubor (e1, e2, . . . , en), kde pro každé t ∈ C jsou polynomy e1, e2, . . . , en
definovány

e1(t) = 1, e2(t) = t, e3(t) = t2, . . . , en(t) = tn−1.

Vysvětleme, že takový soubor je generuj́ıćı. Bereme-li libovolný polynom p ∈ Pn, pak existuj́ı
komplexńı č́ısla α0, α1, . . . , αn−1 ∈ C taková, že pro každé t ∈ C

p(t) = α0 + α1t+ α2t
2 + · · ·+ αn−1t

n−1 = α0e1(t) + α1e2(t) + α2e3(t) · · ·+ αn−1en(t),

tj.
p = α0e1 + α1e2 + α2e3 + · · ·+ αn−1en,

neboli p ∈ [e1, e2, . . . , en]λ. LN souboru ověř́ıme z definice LN. Předpokládáme-li, že β1e1 +
β2e2 + · · ·+βnen = O(nulový polynom), znamená to, že polynom vlevo má pro všechna t ∈ C
tvar β1 +β2t+ · · ·+βnt

n−1. Jelikož jde o nulový polynom, všechny koeficienty β1, β2, . . . , βn
jsou nutně nulové, a t́ım je dokázána LN. Jelikož má Pn n-člennou bázi, je dim Pn = n
(tedy značeńı Pn je voleno právě tak, aby n odpov́ıdalo dimenzi).

4. V prostoru P všech polynom̊u je pro každé n soubor (e1, e2, . . . , en) definovaný stejně jako v
předchoźım bodě LN, proto dim P = +∞.

Steinitzova věta má ještě daľśı dva d̊uležité d̊usledky. Zformulujeme je ve tvaru vět.

Věta 7 (O výběru báze ze souboru generátor̊u). Necht’ n ∈ N a necht’ V je vektorový prostor nad
tělesem T a dim V = n. Necht’ [~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ = V . Pak existuj́ı indexy i1, i2, . . . , in ∈ m̂ takové,
že (~yi1 , ~yi2 , . . . , ~yin) tvoř́ı bázi V .

D̊ukaz. • Př́ıpad m < n podle Steinitzovy věty nenastává.

• Je-li m = n, pak podle 3. d̊usledku Steinitzovy věty je (~y1, . . . , ~ym) báźı V .

• Je-li m > n, pak je soubor (~y1, . . . , ~ym) LZ a podle Alternativńı definice LZ (6. bod Věty 4
o vlastnostech LN a LZ soubor̊u) lze z [~y1, ~y2, . . . , ~ym]λ vyhodit jeden z generátor̊u, aniž by
se obal změnil.

• Je-li m − 1 = n, pak je soubor źıskaný z p̊uvodńıho vyhozeńım jednoho vektoru hledanou
báźı.

• Je-li m− 1 > n, pak pokračujeme analogicky.

Př́ıklad 14. Uvažujme R4. Necht’ P = [~x1, ~x2, ~x3, ~x4]λ, kde

~x1 =


−3

3
0
5

 , ~x2 =


−1

1
3
1

 , ~x3 =


1
−1

6
−3

 , ~x4 =


2
−2

3
−4

 .

Vyberte ze souboru generátor̊u (~x1, ~x2, ~x3, ~x4) bázi P .
Řešeńı: Postupujeme jako při vyšetřováńı LN a LZ, tedy vytvoř́ıme matici, jej́ımǐz sloupci jsou
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generátory P . V LO nezálež́ı na pořad́ı vektor̊u, dáme je tedy do matice tak, aby se nám co nejsnáze
převáděla na horńı stupňovitý tvar.

(~x2~x3~x1~x4) ∼


−1 1 −3 2

1 −1 3 −2
3 6 0 3
1 −3 5 −4

 ∼

−1 1 −3 2

0 0 0 0
0 9 −9 9
0 −2 2 −2

 ∼

−1 1 −3 2

0 1 −1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Vid́ıme, že 3. a 4. sloupec jsou vedleǰśı, tedy jim odpov́ıdaj́ıćı vektory jsou LK předchoźıch. Konkrétně
~x1 = 2~x2 − ~x3 a ~x4 = −~x2 + ~x3. Proto lze vektory ~x1 a ~x4 z LO vyhodit, anǐz by se změnil, tj.
P = [~x2, ~x3]λ. Z matice také vid́ıme, že vektor̊um ~x2 a ~x3 odpov́ıdaj́ı hlavńı sloupce, jsou tedy LN
a tvoř́ı hledanou bázi.

Věta 8 (O doplněńı LN souboru na bázi). Necht’ n ∈ N a necht’ V je vektorový prostor nad tělesem
T a dim V = n. Necht’ k ∈ n̂ a (~x1, . . . , ~xk) je LN soubor ve V . Pak existuj́ı vektory ~xk+1, . . . , ~xn
takové, že (~x1, . . . , ~xk, ~xk+1, . . . , ~xn) je báźı V .

D̊ukaz. Podle Věty 6 (Alternativńı definice dimenze) existuje ve V n-členná báze (~y1, . . . , ~yn).
Užit́ım Steinitzovy věty (jen pozor na to, že m ze Steinitzovy věty je nyńı n a n ze Steinitzovy
věty je nyńı k) v́ıme, že existuj́ı indexy i1, . . . , ik ∈ n̂ takové, že [~y1, . . . , ~yn]λ = [~x1, . . . , ~xk, (~yi

∣∣
i ∈ n̂− {i1, . . . , ik})]λ. Jelikož je soubor (~x1, . . . , ~xk, (~yi

∣∣ i ∈ n̂− {i1, . . . , ik})) n-členný generuj́ıćı
soubor V , jde podle 3. d̊usledku Steinitzovy věty o bázi.

Př́ıklad 15. Doplňte (~x1, ~x2) na bázi R4, je-li

~x1 =


2
−1

0
0

 , ~x2 =


0
2
−1

0

 .

Řešeńı: Uvažujme standardńı bázi R4 a v ńı dva vektory nahrad́ıme vektory ~x1 a ~x2 (to jistě
p̊ujde, nebot’ ~x1 a ~x2 nejsou jeden násobkem druhého, a tedy jsou LN). Jistě plat́ı

R4 = [


2
−1

0
0

 ,


0
2
−1

0

 ,


1
0
0
0

 ,


0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

 ,


0
0
0
1

]λ.

Vyhod́ıme z LO nadbytečné vektory a z̊ustane nám hledaná báze. Už dopředu v́ıme, že bude 4-
členná, protože dim R4 = 4. Převedli jsme tedy úlohu na problém vybrat bázi ze souboru generátor̊u,
viz Př́ıklad 14. Vytvoř́ıme tedy matici, jej́ımǐz sloupci jsou vektory ~x1, ~x2, ~e1, ~e2, ~e3, ~e4. Z matice v
horńım stupňovitém tvaru pak vyčteme, které vektory jsou LK předchoźıch a lze je z LO vyhodit.

2 0 1 0 0 0
−1 2 0 1 0 0

0 −1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 ∼

−1 2 0 1 0 0

0 4 1 2 0 0
0 −1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 ∼

−1 2 0 1 0 0

0 −1 0 0 1 0
0 0 1 2 4 0
0 0 0 0 0 1

 .

Z matice v horńım stupňovitém tvaru vid́ıme, že ~e2 a ~e3 odpov́ıdaj́ı vedleǰśım sloupc̊um, a jsou
proto LK předchoźıch a lze je tedy z LO vyhodit, anǐz by se změnil. Konkrétně ~e2 = −~x1 + 2~e1 a
~e3 = −2~x1 − ~x2 + 4~e1. Proto R4 = [~x1, ~x2, ~e1, ~e4]λ. Podle 3. d̊usledku Steinitzovy věty je 4-členný
soubor generátor̊u (~x1, ~x2, ~e1, ~e4) LN, a tedy jde o hledanou bázi. Rozmyslete si, že je d̊uležité
napsat si v matici dopředu ty vektory, které má hledaná báze obsahovat!
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3.3 Souřadnice

Věta 9 (Jednoznačnost vyjádřeńı vektoru pomoćı LK báze). Necht’ (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je báze vek-
torového prostoru V nad tělesem T . Pak pro každý vektor ~x ∈ V existuje právě jedna uspořádaná

n-tice

 α1
α2

...
αn

 ∈ Tn taková, že ~x =
∑n
i=1 αi~xi.

D̊ukaz. • Existence takového vektoru

 α1
α2

...
αn

 plyne z faktu, že V = [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ.

• Jednoznačnost dokážeme sporem. Necht’

 α1
α2

...
αn

 a

 β1

β2

...
βn

 jsou dvě r̊uzné n-tice splňuj́ıćı ~x =

∑n
i=1 αi~xi =

∑n
i=1 βi~xi. Pak ale

∑n
i=1(αi− βi)~xi = ~0 a přitom jde o netriviálńı LK, protože

jistě pro některý index i0 ∈ n̂ je αi0 − βi0 6= 0. To je spor s LN souboru (~x1, ~x2, . . . , ~xn).

Definice 12. Necht’ X = (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je báze vektorového prostoru V nad tělesem T .

1. Necht’ ~x =
∑n
i=1 αi~xi. Pak αi nazveme i-tá souřadnice vektoru ~x v bázi X .

2. Necht’ i ∈ n̂. Zobrazeńı ~x#i : V → T , které vektoru přiřad́ı jeho i-tou souřadnici v bázi X ,

tj. ~x#i (~x) = αi, pokud ~x =
∑n
i=1 αi~xi, nazveme i-tým souřadnicovým funkcionálem v

bázi X .

3. Zobrazeńı (.)X : V → Tn, které vektoru přiřad́ı vektor všech jeho souřadnic v bázi X , tj.

(~x)X =

 α1
α2

...
αn

, pokud ~x =
∑n
i=1 αi~xi, nazveme souřadnicovým izomorfismem v bázi X .

((~x)X čteme
”
~x v bázi X“ nebo

”
souřadnice vektoru ~x v bázi X“).

Poznámka 31. Dı́ky Větě 9 o jednoznačnosti vyjádřeńı vektoru pomoćı LK báze v́ıme, že souřadnicový
funkcionál a souřadnicový izomorfismus jsou skutečně zobrazeńı, tedy nestane se, že by ~x#i přiřadil
stejnému vektoru ~x v́ıce r̊uzných č́ısel nebo (.)X přiřadil stejnému vektoru ~x v́ıce r̊uzných n-tic č́ısel.

Věta 10 (Vlastnosti souřadnicového funkcionálu). Necht’ X = (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je báze vektorového
prostoru V nad tělesem T . Pak plat́ı pro každé i ∈ n̂:

1. Pro každé dva vektory ~x, ~y ∈ V je ~x#i (~x+ ~y) = ~x#i (~x) + ~x#i (~y) (ř́ıkáme, že ~x#i je aditivńı).

2. Pro každé α ∈ T a ~x ∈ V je ~x#i (α~x) = α~x#i (~x) (ř́ıkáme, že ~x#i je homogenńı).

3. ~x#i (~xj) = δij (Kroneckerovo delta), tj. ~x#i (~xj) = 0 pro každé j ∈ n̂, j 6= i a ~x#i (~xi) = 1.

D̊ukaz. 1. Necht’ ~x =
∑n
i=1 αi~xi a ~y =

∑n
i=1 βi~xi. Pak ~x+ ~y =

∑n
i=1(αi + βi)~xi. Podle definice

souřadnicového funcionálu pak plat́ı ~x#i (~x) = αi, ~x
#
i (~y) = βi a ~x#i (~x+ ~y) = αi + βi, a tedy

plat́ı ~x#i (~x+ ~y) = ~x#i (~x) + ~x#i (~y).

2. Necht’ ~x =
∑n
i=1 αi~xi. Pak α~x =

∑n
i=1(ααi)~xi. Podle definice je ~x#i (~x) = αi a ~x#i (α~x) = ααi,

a tedy plat́ı ~x#i (α~x) = α~x#i (~x).

3. Jelikož ~xj = 0~x1 + · · ·+ 0~xj−1 + 1~xj + 0~xj+1 + · · ·+ 0~xn, podle definice máme ~x#i (~xj) = δij .

Důsledek 2 (Důsledek Věty 10 o vlastnostech souřadnicového funkcionálu). Necht’ X = (~x1, ~x2, . . . , ~xn)
je báze vektorového prostoru V nad tělesem T . Pak plat́ı:
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1. Pro každé ~x, ~y ∈ V je (~x + ~y)X = (~x)X + (~y)X (ř́ıkáme, že souřadnicový izomorfismus je
aditivńı).

2. Pro každé α ∈ T a ~x ∈ V je (α~x)X = α(~x)X (ř́ıkáme, že souřadnicový izomorfismus je
homogenńı).

3. (~xj)X = ~ej pro každé j ∈ n̂ (~ej je j-tý vektor standardńı báze Tn).

Poznámka 32. Řádně si rozmyslete rozd́ıl mezi objekty označenými ~xi a ~x#i . Zat́ımco ~xi je vektor

z V , je ~x#i zobrazeńı, které každému vektoru z V přiřazuje č́ıslo z T .

Př́ıklad 16. Uvažujme prostor R3 a v něm standardńı bázi E = (

 1
0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

) a bázi

X = (

 1
1
1

 ,

 1
1
0

 ,

 1
0
0

). Najděte (~x)E a (~x)X , je-li ~x =

 3
5
3

.

Řešeńı:

1. Jelikož

 3
5
3

 = 3

 1
0
0

+ 5

 0
1
0

+ 3

 0
0
1

, dostáváme, že (~x)E =

 3
5
3

 = ~x.

Rozmyslete si, že pro libovolný vektor ~x ∈ Tn plat́ı (~x)E = ~x.

2. Označme (~x)X =

 α1

α2

α3

, pak α1

 1
1
1

+ α2

 1
1
0

+ α3

 1
0
0

 = ~x =

 3
5
3

. Máme

tedy soustavu LAR s rozš́ıřenou matićı soustavy 1 1 1 3
1 1 0 5
1 0 0 3

 ∼
 1 0 0 3

0 1 1 0
0 1 0 2

 ∼
 1 0 0 3

0 1 0 2
0 0 1 −2

 .

Z matice v horńım stupňovitém tvaru vyčteme α3 = −2, α2 = 2, α1 = 3, tj. (~x)X =

 3
2
−2

.
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4 Podprostory

Definice 13. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T . Pak P nazveme podprostorem V
a znač́ıme P ⊂⊂ V , pokud

1. P ⊂ V ,

2. P 6= ∅,

3. pro každé dva vektory ~x, ~y ∈ P plat́ı ~x + ~y ∈ P (ř́ıkáme, že množina P je uzavřená na
sč́ıtáńı),

4. pro každé α ∈ T a každý vektor ~x ∈ V plat́ı α~x ∈ P (ř́ıkáme, že množina P je uzavřená
na násobeńı č́ıslem z tělesa).

Př́ıklad 17. Necht’ (~x1, . . . , ~xn) je soubor vektor̊u z vektorového prostoru V nad tělesem T . Pak
[~x1, . . . , ~xn]λ ⊂⊂ V . Splněńı vlastnost́ı 1. až 4. z definice podprostoru pro LO plyne z Věty 3
o vlastnostech LO.

Př́ıklad 18. V R2 máme následuj́ıćı typy podprostor̊u:

1. [( 0
0 )]λ = {~0},

2. [~x]λ, kde ~x 6= ~0 (v́ıme, že jde o př́ımku jdoućı bodem ( 0
0 ) a obsahuj́ıćı vektor ~x),

3. [~x, ~y]λ, kde (~x, ~y) je LN soubor (v́ıme, že jde o celé R2, protože (~x, ~y) je 2-členný LN soubor,
a tedy tvoř́ı bázi R2).

Za chv́ıli se dozv́ıme, že žádné jiné podprostory už R2 nemá.

Př́ıklad 19. V R3 máme následuj́ıćı typy podprostor̊u:

1. [
(

0
0
0

)
]λ = {~0},

2. [~x]λ, kde ~x 6= ~0 (v́ıme, že jde o př́ımku jdoućı bodem
(

0
0
0

)
a obsahuj́ıćı vektor ~x),

3. [~x, ~y]λ, kde (~x, ~y) je LN soubor (snadno si rozmysĺıte, že jde o rovinu procházej́ıćı bodem
(

0
0
0

)
a obsahuj́ıćı vektory ~x a ~y),

4. [~x, ~y, ~z]λ, kde (~x, ~y, ~z) je LN soubor (v́ıme, že jde o celé R3, protože (~x, ~y, ~z) je 3-členný LN
soubor, a tedy tvoř́ı bázi R3).

Za chv́ıli se dozv́ıme, že žádné jiné podprostory už R3 nemá.

Věta 11 (Vlastnosti podprostor̊u). Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T a necht’ P ⊂⊂ V .
Pak plat́ı:

1. ~0 ∈ P .

2. {~0} ⊂⊂ V a V ⊂⊂ V .

3. P je vektorový prostor nad tělesem T (při zachováńı operaćı z V ).

4. Necht’ Q ⊂⊂ P a P ⊂⊂ V , pak Q ⊂⊂ V (tranzitivita vlastnosti býti podprostorem).

5. dim P ≤ dim V .

6. Necht’ dim V < +∞. Pokud dim P = dim V , pak P = V .

D̊ukaz. 1. P 6= ∅, proto existuje ~x ∈ V takový, že ~x ∈ P , a jelikož je P množina uzavřená na
násobeńı č́ıslem, je také 0~x = ~0 ∈ P .
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2. Splněńı vlastnost́ı 1. až 4. z definice podprostoru je zřejmé.

3. Muśıme ověřit, že P 6= ∅ a že P je množina uzavřená na sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektoru
č́ıslem a že plat́ı axiomy. Neprázdnost a uzavřenost na operace plyne z faktu, že P ⊂⊂ V .
Zbývá ověřit axiomy.

• V P existuje nulový vektor, jde o nulový vektor z V . (Patř́ı do P podle 1. bodu.)

• Ke každému vektoru ~x ∈ P , existuje ve V opačný vektor −~x. Podle Věty 1 je −~x =
(−1)~x, a tedy d́ıky uzavřenosti P na násobeńı patř́ı −~x do P .

• Všechny ostatńı axiomy plat́ı pro všechny vektory z V , t́ım sṕı̌se plat́ı i pro všechny
vektory z P ⊂ V .

4. Ověř́ıme vlastnosti z definice podprostoru:

(a) Q ⊂ V , protože Q ⊂ P ⊂ V ,

(b) Q 6= ∅, protože Q ⊂⊂ P ,

(c) Q je množina uzavřená na sč́ıtáńı vektor̊u, protože Q ⊂⊂ P ,

(d) Q je množina uzavřená na násobeńı vektoru č́ıslem, protože Q ⊂⊂ P .

5. Je-li dim V = +∞, pak je tvrzeńı zřejmé. Je-li V = {~0}, pak P = {~0}, tvrzeńı tedy opět
plat́ı. Z dim V = n plyne, že každý LN soubor ve V je maximálně n-členný, tedy i báze P
je maximálně n-členná, proto dim P ≤ n.

6. Pro V = {~0} je tvrzeńı zřejmé. Pro V 6= {~0} označme dim P = dim V = n ∈ N. Jelikož
dim P = n, existuje v P n-členná báze (~x1, . . . , ~xn), tj. [~x1, . . . , ~xn]λ = P . Prostor V má
dimenzi rovnu n, a tak každý n-členný LN soubor ve V je báźı V . Protože P ⊂ V , je
(~x1, . . . , ~xn) báźı V , a tedy V = [~x1, . . . , ~xn]λ = P .

Definice 14. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T . Triviálńımi podprostory nazveme {~0}
a V . Pokud P ⊂⊂ V a P 6= V , pak P nazveme vlastńı podprostor.

Důsledek 3 (Důsledek Věty 11 o vlastnostech podprostor̊u). Necht’ V je vektorový prostor nad
tělesem T . Necht’ dim V < +∞ a necht’ P ⊂⊂ V . Pokud P je vlastńı podprostor V , pak dim P <
dim V .

D̊ukaz. Z výrokové logiky v́ıme, že pro libovolné výroky A,B plat́ı (A⇒ B)⇔ (¬B ⇒ ¬A). Z 6.
bodu Věty 11 o vlastnostech podprostor̊u dostaneme: P 6= V ⇒ dim P 6= dim V . Jelikož P ⊂⊂ V
a jelikož podle 5. bodu předchoźı věty plat́ı dim P ≤ dim V , můžeme přepsat předchoźı implikaci
do tvaru: P je vlastńı podprostor V ⇒ dim P < dim V .

Př́ıklad 20. Vrat’me se k podprostor̊um v R2 a R3. Z Věty 11 o vlastnostech podprostor̊u jsme se
dozvěděli, že každý podprostor je zároveň vektorový prostor, má tedy dimenzi, a že pro dimenzi plat́ı,
že je ≤ 2 (jde-li o podprostor R2) nebo ≤ 3 (jde-li o podprostor v R3). Bud’ jsou tedy podprostory
nulové, nebo maj́ı bázi maximálně 2, respektive 3-člennou, jej́ımǐz jsou LO. Odtud tedy plyne, že
žádné jiné podprostory než ty, které jsme popsali výše, v R2 a R3 neexistuj́ı.

Definice 15. Necht’ A,B jsou podmnožiny vektorového prostoru V nad tělesem T (ne nutně
podprostory!). Součtem A a B nazveme množinu

A+B = {~a+~b
∣∣ ~a ∈ A,~b ∈ B}.

Řekneme, že součet A+B je direktńı, ṕı̌seme A⊕B, pokud pro každý vektor ~x ∈ A+B existuje
právě jeden vektor ~a ∈ A a právě jeden vektor ~b ∈ B takové, že ~x = ~a+~b.
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Poznámka 33. Připomeňme pro jistotu i definici sjednoceńı a pr̊uniku množin. Necht’ A,B jsou
podmnožiny vektorového prostoru V nad tělesem T (ne nutně podprostory!).

A ∪B = {~a
∣∣ ~a ∈ A ∨ ~a ∈ B},

A ∩B = {~a
∣∣ ~a ∈ A ∧ ~a ∈ B}.

Př́ıklad 21. Necht’ V = R2, A = {( 0
1 ) , ( 0

0 )} a B = {( 1
1 ) , ( 1

0 )}. Pak A + B = {( 1
2 ) , ( 1

1 ) , ( 1
0 )}.

Součet A+B neńı direktńı, protože ( 1
1 ) = ( 0

0 ) + ( 1
1 ) = ( 0

1 ) + ( 1
0 ).

Př́ıklad 22. Necht’ V = R2, A = {( 0
1 ) , ( 1

0 )} a B = {( 1
1 ) , ( 0

0 )}. Pak A+B = {( 1
2 ) , ( 2

1 ) , ( 0
1 ) , ( 1

0 )}.
Tentokrát je A+B direktńı.

Věta 12 (Vlastnosti součtu a pr̊uniku podprostor̊u). Necht’ P,Q ⊂⊂ V , kde V je vektorový prostor
nad tělesem T . Pak plat́ı:

1. P +Q ⊂⊂ V .

2. P +Q je direktńı ⇔ P ∩Q = {~0}.

3. P ∩Q ⊂⊂ V .

4. Necht’ ~x1, . . . , ~xn ∈ V , pak [~x1, . . . , ~xn]λ je nejmenš́ı podprostor V , který obsahuje vektory
~x1, . . . , ~xn, tj.

[~x1, . . . , ~xn]λ =
⋂
{Q ⊂⊂ V

∣∣ ~xi ∈ Q pro každé i ∈ n̂}.

D̊ukaz. 1. Ověř́ıme vlastnosti z definice podprostoru:

(a) P +Q ⊂ V , protože P ⊂ V a Q ⊂ V a V je uzavřená na sč́ıtáńı,

(b) P +Q 6= ∅, protože ~0 ∈ P , ~0 ∈ Q a ~0 +~0 = ~0 ∈ P +Q,

(c) P + Q je uzavřený na sč́ıtáńı vektor̊u, protože pro libovolné ~x1, ~x2 ∈ P + Q existuj́ı
~p1, ~p2 ∈ P a ~q1, ~q2 ∈ Q takové, že ~x1 = ~p1 + ~q1 a ~x2 = ~p2 + ~q2, proto ~x1 + ~x2 =
~p1 +~q1 + ~p2 + ~q2 = ~p1 + ~p2 + ~q1 + ~q2, a jelikož P a Q jsou podprostory, plat́ı ~p1 + ~p2 ∈ P
a ~q1 + ~q2 ∈ Q, z čehož plyne, že ~x1 + ~x2 ∈ P +Q,

(d) P +Q je uzavřený na násobeńı vektoru č́ıslem, protože pro libovolné ~x ∈ P +Q a libo-
volné α ∈ T existuje ~p ∈ P a ~q ∈ Q takové, že ~x = ~p+~q, proto α~x = α(~p+~q) = α~p+α~q,
a jelikož P a Q jsou podprostory, plat́ı α~p ∈ P a α~q ∈ Q, z čehož plyne, že α~x ∈ P +Q.

2. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvě implikace.
(⇒): Dokažme implikaci sporem. Předpokládáme, že P +Q je direktńı a P ∩Q 6= {~0}. Tedy
existuje ~x ∈ P ∩Q,~x 6= ~0. Potom ale ~x = ~0 + ~x = ~x+~0, což jsou dva r̊uzné zápisy ~x jakožto
součtu vektor̊u z P +Q, což je spor s direktnost́ı.
(⇐): Dokažme i druhou implikaci sporem. Předpokládáme, že P ∩Q = {~0}, ale P +Q neńı
direktńı. Pak existuje vektor ~x ∈ P +Q, pro který lze naj́ıt ~p1, ~p2 ∈ P , ~p1 6= ~p2, a ~q1, ~q2 ∈ Q
takové, že ~x = ~p1 + ~q1 = ~p2 + ~q2. Pak ale ~p1− ~p2 = ~q2− ~q1 je nenulový vektor, který patř́ı do
P i do Q, je to tedy nenulový vektor z P ∩Q, což je spor s předpokladem, že P ∩Q = {~0}.

3. Ověř́ıme vlastnosti z definice podprostoru:

(a) P ∩Q ⊂ V , protože P ⊂ V a Q ⊂ V ,

(b) P ∩Q 6= ∅, protože ~0 ∈ P , ~0 ∈ Q, a tedy ~0 ∈ P ∩Q,

(c) P ∩ Q je uzavřený na sč́ıtáńı vektor̊u, protože pro libovolné ~x1, ~x2 ∈ P ∩ Q plat́ı, že
~x1, ~x2 patř́ı jak do P , tak i do Q, jelikož P a Q jsou podprostory, patř́ı ~x1 + ~x2 do P i
do Q a odtud už plyne, že ~x1 + ~x2 ∈ P ∩Q,

(d) P ∩Q je uzavřený na násobeńı vektoru č́ıslem, protože pro libovolný vektor ~x ∈ P ∩Q
patř́ı ~x do P i do Q, což jsou podprostory V , a tedy pro libovolné α ∈ T , je α~x z P i z
Q a odtud už plyne, že α~x ∈ P ∩Q.
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4. Už v́ıme z prvńıho př́ıkladu za definićı podprostoru, že [~x1, . . . , ~xn]λ ⊂⊂ V . Abychom
dokázali, že jde o nejmenš́ı podprostor V , který obsahuje vektory ~x1, . . . , ~xn, stač́ı vysvětlit,
že každý podprostor obsahuj́ıćı vektory ~x1, . . . , ~xn obsahuje i jejich libovolnou LK. To je
ale jasné z faktu, že podprostor je zároveň vektorový prostorem a o vektorových prostorech
v́ıme, že tuto vlastnost maj́ı.

Poznámka 34. Rozmyslete si sami, že dokonce pr̊unik libovolného počtu podprostor̊u a součet
konečného počtu podprostor̊u vektorového prostoru V nad tělesem T tvoř́ı podprostor.

Poznámka 35. Necht’ P,Q ⊂⊂ V , kde V je vektorový prostor nad tělesem T . Možná by vás
napadlo, že zaj́ımáme-li se o P ∩ Q, bylo by logické zkoumat také P ∪ Q, ovšem P ∪ Q nemuśı
tvořit podprostor. Např́ıklad pro V = R2 a P = [( 1

0 )]λ a Q = [( 0
1 )]λ jsou jistě P,Q ⊂⊂ V , ale

vektor ( 1
0 ) + ( 0

1 ) = ( 1
1 ) 6∈ P ∪Q, přestože jde o součet dvou vektor̊u z P ∪Q.

Poznámka 36. Necht’ P,Q ⊂⊂ V , kde V je vektorový prostor nad tělesem T . Mı́sto sjednoceńı
tedy zkoumáme P + Q. Ukažme, že jde o nejmenš́ı podprostor, který obsahuje P ∪ Q. Skutečně
každý vektor z ~p ∈ P je roven ~p+~0, a tedy patř́ı do P +Q. Podobně každý vektor ~q ∈ Q je roven
~0+~q, a tedy je z P +Q. To znamená, že P ∪Q ⊂ P +Q. A že je P +Q nejmenš́ı takový podprostor
plyne z faktu, že každý podprostor obsahuj́ıćı všechny vektory z P i všechny vektory z Q obsahuje
také všechny jejich součty, tedy obsahuje P +Q.

Poznámka 37. Ujasněme, jak vypadá P + Q, pokud jsou P i Q zadány jako LO. Necht’ V je
vektorový prostor nad tělesem T , necht’ (~x1, . . . , ~xn) a (~y1, . . . , ~ym) jsou soubory z V . Je-li P =
[~x1, . . . , ~xn]λ a Q = [~y1, . . . , ~ym]λ, pak P +Q = [~x1, . . . , ~xn, ~y1, . . . , ~ym]λ.

• Ukažme nejprve, že P +Q ⊂ [~x1, . . . , ~xn, ~y1, . . . , ~ym]λ.
Necht’ ~x ∈ P + Q, pak existuj́ı ~p ∈ P a ~q ∈ Q takové, že ~x = ~p + ~q. Jelikož ~p ∈ P , je ~p LK
generátor̊u P , tj. existuj́ı č́ısla α1, . . . , αn ∈ T taková, že ~p =

∑n
i=1 αi~xi, a podobně existuj́ı

č́ısla β1, . . . , βm ∈ T taková, že ~q =
∑m
i=1 βi~yi. Odtud ~x =

∑n
i=1 αi~xi +

∑m
i=1 βi~yi, a tedy

~x ∈ [~x1, . . . , ~xn, ~y1, . . . , ~ym]λ.

• Analogicky ukážeme, že [~x1, . . . , ~xn, ~y1, . . . , ~ym]λ ⊂ P +Q.
Necht’ ~x ∈ [~x1, . . . , ~xn, ~y1, . . . , ~ym]λ. Pak existuj́ı č́ısla α1, . . . , αn, β1, . . . , βm ∈ T taková, že
~x =

∑n
i=1 αi~xi +

∑m
i=1 βi~yi. Jelikož

∑n
i=1 αi~xi ∈ P a

∑m
i=1 βi~yi ∈ Q, vid́ıme, že ~x ∈ P +Q.

4.1 1. věta o dimenzi

Věta 13 (1. věta o dimenzi). Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T a P,Q ⊂⊂ V . Necht’

dim P < +∞ a dim Q < +∞. Pak plat́ı:

dim (P +Q) + dim (P ∩Q) = dim P + dim Q. (5)

D̊ukaz. Rozděĺıme d̊ukaz na několik př́ıpad̊u:

1. Je-li P = {~0}, pak P +Q = Q a P ∩Q = P a platnost rovnosti (5) je zřejmá.

2. Je-li Q = {~0}, je stejně jako v předchoźım rovnost (5) zřejmá.

3. Je-li P 6= {~0} a Q 6= {~0}, označme n = dim P a m = dim Q, plat́ı tedy n,m ∈ N. Rozlǐśıme
dva př́ıpady:

(a) Necht’ P ∩Q = {~0}. Označme (~x1, . . . , ~xn) libovolnou bázi P a (~y1, . . . , ~ym) libovolnou
bázi Q. Dokážeme-li, že pak (~x1, . . . , ~xn, ~y1, . . . , ~ym) je báze P + Q, bude rovnost (5)
dokázána, protože pak bude jasné, že dim (P + Q) + dim (P ∩ Q) = (n + m) + 0 =
dim P + dim Q.
Dokažme tedy, že (~x1, . . . , ~xn, ~y1, . . . , ~ym) je báze P +Q.
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• Muśıme ukázat, že (~x1, . . . , ~xn, ~y1, . . . , ~ym) generuje P + Q. Pro každé ~x ∈ P + Q
existuje ~p ∈ P a ~q ∈ Q takové, že ~x = ~p + ~q. Jelikož ~p ∈ P , lze ~p psát jako LK
bazických vektor̊u P , tj. existuj́ı č́ısla α1, . . . , αn ∈ T taková, že ~p =

∑n
i=1 αi~xi,

a podobně existuj́ı č́ısla β1, . . . , βm ∈ T taková, že ~q =
∑m
i=1 βi~yi. Odtud ~x =∑n

i=1 αi~xi +
∑m
i=1 βi~yi, a tedy ~x ∈ [~x1, . . . , ~xn, ~y1, . . . , ~ym]λ.

• (~x1, . . . , ~xn, ~y1, . . . , ~ym) je LN, protože libovolná LK
∑n
i=1 αi~xi +

∑m
i=1 βi~yi = ~0 je

triviálńı. To plyne z následuj́ıćıch úprav:
∑n
i=1 αi~xi = −

∑m
i=1 βi~yi, což je vektor

patř́ıćı do P i do Q, tedy lež́ı v P ∩ Q. Takový vektor je pak ale nutně nulový,
tj.
∑n
i=1 αi~xi = −

∑m
i=1 βi~yi = ~0. Z LN souboru (~x1, . . . , ~xn) plyne, že α1 = · · · =

αn = 0, a z LN souboru (~y1, . . . , ~ym) plyne β1 = · · · = βm = 0, což znamená, že
LK je triviálńı.

(b) Necht’ P ∩Q 6= {~0}. Označme (~z1, . . . , ~zs) libovolnou bázi P ∩Q. Protože P ∩Q ⊂ P , lze
(~z1, . . . , ~zs) doplnit na bázi P , označme ji (~z1, . . . , ~zs, ~x1, . . . , ~xn−s). Protože P ∩Q ⊂ Q,
lze (~z1, . . . , ~zs) doplnit na bázi Q, označme ji (~z1, . . . , ~zs, ~y1, . . . , ~ym−s). Dokážeme-li,
že pak X = (~z1, . . . , ~zs, ~x1, . . . , ~xn−s, ~y1, . . . , ~ym−s) je báze P + Q, bude rovnost (5)
dokázána, protože pak bude jasné, že dim (P +Q) + dim (P ∩Q) = (n+m− s) + s =
dim P + dim Q, protože n+m− s je počet vektor̊u v souboru X .
Dokažme tedy, že (~z1, . . . , ~zs, ~x1, . . . , ~xn−s, ~y1, . . . , ~ym−s) je báze P +Q.

• Muśıme ukázat, že (~z1, . . . , ~zs, ~x1, . . . , ~xn−s, ~y1, . . . , ~ym−s) generuje P+Q. Pro každé
~x ∈ P + Q existuje ~p ∈ P a ~q ∈ Q takové, že ~x = ~p + ~q. Jelikož ~p ∈ P , lze ~p psát
jako LK bazických vektor̊u P , tj. existuj́ı č́ısla α1, . . . , αs, γ1, . . . , γn−s ∈ T taková,
že ~p =

∑s
i=1 αi~zi+

∑n−s
i=1 γi~xi, a podobně existuj́ı č́ısla β1, . . . , βs, δ1, . . . , δm−s ∈ T

taková, že ~q =
∑s
i=1 βi~zi +

∑m−s
i=1 δi~yi. Odtud ~x =

∑s
i=1(αi + βi)~zi +

∑n−s
i=1 γi~xi +∑m−s

i=1 δi~yi, a tedy ~x ∈ [~z1, . . . , ~zs, ~x1, . . . , ~xn−s, ~y1, . . . , ~ym−s]λ.

• (~z1, . . . , ~zs, ~x1, . . . , ~xn−s, ~y1, . . . , ~ym−s) je LN, protože libovolná LK
∑s
i=1 αi~zi +∑n−s

i=1 βi~xi+
∑m−s
i=1 γi~yi = ~0 je triviálńı. To plyne z následuj́ıćıch úprav:

∑s
i=1 αi~zi+∑n−s

i=1 βi~xi = −
∑m−s
i=1 γi~yi, což je vektor patř́ıćı do P (jak je vidět z levé strany

rovnosti) i do Q (jak je vidět z pravé strany rovnosti), tedy lež́ı v P ∩ Q. Ta-
kový vektor je pak LK bazických vektor̊u P ∩ Q, tj.

∑s
i=1 αi~zi +

∑n−s
i=1 βi~xi =

−
∑m−s
i=1 γi~yi =

∑s
i=1 δi~zi. Pak ale

∑s
i=1 δi~zi +

∑m−s
i=1 γi~yi = ~0 a z LN souboru

(~z1, . . . , ~zs, ~y1, . . . , ~ym−s) plyne, že γ1 = · · · = γm−s = 0. Poté z rovnosti
∑s
i=1 αi~zi+∑n−s

i=1 βi~xi = −
∑m−s
i=1 γi~yi = ~0 a z LN souboru (~z1, . . . , ~zs, ~x1, . . . , ~xn−s) plyne, že

α1 = · · · = αs = 0 a β1 = · · · = βn−s, což znamená, že LK je triviálńı.

Poznámka 38. Všimněme si, že 1. věta o dimenzi by platila i pro prostory P,Q, kde jeden nebo i
oba by měly dimenzi nekonečnou. Raději jsme ale do předpoklad̊u přidali konečné dimenze, protože
např́ıklad v rovnosti dim (P + Q) = dim P + dim Q − dim (P ∩Q) už je třeba konečnost hĺıdat,
abychom neodeč́ıtali ∞−∞.

Př́ıklad 23. Necht’ P,Q ⊂⊂ R3. Necht’ P = [

 1
0
0

 ,

 0
1
1

]λ a Q = [

 0
1
−1

 ,

 1
2
0

]λ.

Najděte dimenzi a bázi P +Q a P ∩Q.

Řešeńı: Z poznámky o součtu LO v́ıme, že P +Q = [

 1
0
0

 ,

 0
1
1

 ,

 0
1
−1

 ,

 1
2
0

]λ. Naj́ıt

bázi P +Q tedy znamená vybrat bázi ze souboru generátor̊u. 1 0 0 1
0 1 1 2
0 1 −1 0

 ∼
 1 0 0 1

0 1 1 2
0 0 −2 −2

 .
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Z matice v horńım stupňovitém tvaru vid́ıme, že dim (P + Q) = 3 a báze P + Q je např́ıklad

(

 1
0
0

 ,

 0
1
1

 ,

 0
1
−1

) (matice má tři hlavńı sloupce a bázi tvoř́ı vektory odpov́ıdaj́ıćı hlavńım

sloupc̊um). Pokud bychom chtěli jednodušš́ı bázi P + Q, stač́ı si uvědomit, že P + Q ⊂⊂ R3

a dim (P+Q) = dim R3 = 3. Z Věty 11 o vlastnostech podprostor̊u pak dostáváme, že P+Q = R3,

takže jinou báźı P +Q je např́ıklad E = (

 1
0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

).

Z 1. věty o dimenzi zjist́ıme, že dim (P ∩Q) = 2 + 2− 3 = 1. Jakýkoliv nenulový vektor z P ∩Q je

tedy báźı. Jelikož (

 1
0
0

 ,

 0
1
1

 ,

 0
1
−1

 ,

 1
2
0

) je LZ soubor, jistě najdeme α, β, γ, δ ∈ R

taková, že alespoň jedno z nich je nenulové a že

α

 1
0
0

+ β

 0
1
1

+ γ

 0
1
−1

+ δ

 1
2
0

 =

 0
0
0

 .

Potom

α

 1
0
0

+ β

 0
1
1

 = −γ

 0
1
−1

− δ
 1

2
0

 ∈ P ∩Q.
Jde o hledaný nenulový vektor. Kdyby byl totǐz nulový, plynulo by z LN (

 1
0
0

 ,

 0
1
1

), že

α = β = 0 a z LN (

 0
1
−1

 ,

 1
2
0

), že γ = δ = 0, což je spor s předpokladem, že alespoň jedno

z č́ısel α, β, γ, δ je nenulové. Neznámé najdeme ze stejné matice jako při vyšetřováńı báze P +Q: 1 0 0 1
0 1 1 2
0 1 −1 0

 ∼
 1 0 0 1

0 1 1 2
0 0 −2 −2

 .

Při volbě δ = −1, dopočteme už jednoznačně neznámé odpov́ıdaj́ıćı hlavńım sloupc̊um γ = 1, β = 1
a α = 1. Odtud  1

0
0

+

 0
1
1

 = −

 0
1
−1

+

 1
2
0

 =

 1
1
1

 ∈ P ∩Q.
Tedy (

(
1
1
1

)
) je báze P ∩Q.

4.2 Doplněk podprostoru

Definice 16. Necht’ V je vektorový prostor konečné dimenze nad tělesem T a necht’ P,Q ⊂⊂ V .
Pokud podprostory splňuj́ı P ⊕ Q = V , pak Q nazveme doplněk P do V a jeho dimenzi dim Q
znač́ıme codim P a nazýváme kodimenze P .

Poznámka 39. Všimněme si, že podle 1. věty o dimenzi je kodimenze P dobře definována. I
kdyby doplňk̊u existovalo v́ıce, pro kodimenzi P plat́ı: dim P + codim P = dim V + dim (P ∩ Q)
a P ∩ Q = {~0}, což plyne z direktnosti součtu P ⊕ Q = V . Proto codim P = dim V − dim P , a
nezáviśı tedy na volbě doplňku P do V .
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Věta 14 (Existence doplňku). Necht’ V je vektorový prostor konečné dimenze nad tělesem T a
necht’ P ⊂⊂ V . Pak doplněk P do V existuje.

D̊ukaz. • Necht’ P = {~0}, pak Q = V splňuje evidentně vlastnosti doplňku.

• Necht’ P = V , pak Q = {~0} splňuje evidentně vlastnosti doplňku.

• Necht’ P je vlastńı a nenulový podprostor V a označme k = dim P . Pak existuje (~x1, ~x2, . . . , ~xk)
báze P . Doplňme ji vektory ~xk+1, . . . , ~xn na bázi (~x1, ~x2, . . . , ~xn) V . Pak Q = [~xk+1, . . . , ~xn]λ
je hledaný doplněk. Ukážeme:

1. P+Q = V , tj. ukážeme, že pro každé ~x ∈ V existuje ~p ∈ P a ~q ∈ Q takové, že ~x = ~p+~q.
Jistě existuj́ı α1, α2, . . . , αn ∈ T tak, že ~x =

∑n
i=1 αi~xi =

∑k
i=1 αi~xi +

∑n
i=k+1 αi~xi a

hledanými vektory jsou ~p =
∑k
i=1 αi~xi a ~q =

∑n
i=k+1 αi~xi.

2. P ⊕ Q = V , tj. stač́ı ukázat, že P ∩ Q = {~0}. Je-li ~x ∈ P ∩ Q, pak patř́ı do P , proto

existuj́ı č́ısla α1, . . . , αk ∈ T tak, že ~x =
∑k
i=1 αi~xi, a také patř́ı do Q, tedy existuj́ı č́ısla

αk+1, . . . , αn ∈ T tak, že ~x =
∑n
i=k+1 αi~xi. Odtud máme

∑k
i=1 αi~xi =

∑n
i=k+1 αi~xi,

proto ~0 =
∑k
i=1 αi~xi −

∑n
i=k+1 αi~xi =

∑k
i=1 αi~xi +

∑n
i=k+1(−αi)~xi. Z LN souboru

(~x1, ~x2, . . . , ~xn) plyne, že αi = 0 pro každé i ∈ n̂. Tedy ~x = ~0.

Poznámka 40. Doplněk obvykle neńı jediný! Např́ıklad pro V = R2 a P = [( 1
0 )]λ je doplňkem

Q1 = [( 0
1 )]λ, ale také třeba Q2 = [( 1

1 )]λ.
Představ́ıme-li si situaci geometricky, pak P je př́ımka procházej́ıćı počátkem ( 0

0 ) a bodem ( 1
0 )

a doplňkem P je libovolná př́ımka jdoućı počátkem, která je r̊uzná od P .
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5 Lineárńı zobrazeńı

Všude v této kapitole budeme uvažovat vektorové prostory konečné dimenze. Takže i když to v
předpokladech vět nebudeme uvádět, automaticky to předpokládáme.

Definice 17. Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad stejným tělesem T . Zobrazeńı A : P → Q
nazveme lineárńım (homomorfńım), pokud

1. pro každé dva vektory ~x, ~y ∈ P plat́ı A(~x+~y) = A(~x)+A(~y) (hovoř́ıme o aditivitě zobrazeńı
A),

2. pro každé α ∈ T a každý vektor ~x ∈ P plat́ı A(α~x) = αA(~x) (hovoř́ıme o homogenitě
zobrazeńı A).

Poznámka 41. Mı́sto A(~x) budeme častěji psát A~x.

Poznámka 42. Lineárńı zobrazeńı má smysl zavádět jen pro vektorové prostory P,Q nad stejným tělesem.
V podmı́nce 2. (homogenita) se totǐz č́ısly z tělesa násob́ı jak vektory ~x z P , tak i vektory A~x z Q.

Poznámka 43. Pro každé lineárńı zobrazeńı A : P → Q plat́ı, že A~0P = ~0Q, přičemž ~0P je

nulový vektor z P a ~0Q je nulový vektor z Q.

Vysvětleńı: A~0P = A(0 ·~0P ) = 0 ·A~0P = ~0Q, kde v prvńı a posledńı rovnosti je využit fakt z Věty

1, že 0~a = ~0 pro každý vektor ~a a ve druhé rovnosti je využita homogenita A.

Př́ıklad 24. Uved’me nejznáměǰśı př́ıklady lineárńıch zobrazeńı A : R2 → R2.

Obrázek 3: Červeně vyznačeny vektory a modře jejich obrazy.

1. zrcadleńı podle osy jdoućı počátkem ( 0
0 ),

2. rotace o úhel α po směru hodinových ručiček (samozřejmě, že také rotace o úhel α proti
směru hodinových ručiček je lineárńı zobrazeńı, je to vlastně rotace o úhel 2π − α po směru
hodinových ručiček),
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3. středová souměrnost,

4. prodloužeńı (zkráceńı) ve směru x (zobrazeńı přiřad́ı vektoru ( xy ) vektor ( αxy ), kde pro α > 1
jde o prodloužeńı a pro 0 < α < 1 o zkráceńı ve směru x) nebo ve směru y.

U všech zobrazeńı sami ověřte, že jsou lineárńı.

Definice 18. Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad stejným tělesem T . Množinu lineárńıch
zobrazeńı P → Q znač́ıme L(P,Q). Necht’ A,B ∈ L(P,Q) a α ∈ T , pak operace

1. součet zobrazeńı A+B pro každý vektor ~x ∈ P definujeme (A+B)~x = A~x+B~x,

2. násobeńı zobrazeńı A č́ıslem α z T αA pro každý vektor ~x ∈ P definujeme (αA)~x = αA~x.

Věta 15. Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad stejným tělesem T . Pak množina L(P,Q) s
operacemi sč́ıtáńı zobrazeńı a násobeńı zobrazeńı č́ıslem z tělesa definovanými výše tvoř́ı vektorový
prostor nad T .

D̊ukaz. Je třeba ověřit:

1. Neprázdnost L(P,Q):
L(P,Q) obsahuje nulové zobrazeńı O, které každému vektoru z P přǐrazuje nulový vektor z
Q. O je lineárńı, protože

(a) pro každé ~x, ~y ∈ P plat́ı O(~x+ ~y) = ~0Q = ~0Q +~0Q = O~x+O~y,

(b) pro každé α ∈ T a každé ~x ∈ P plat́ı O(α~x) = ~0Q = α~0Q = αO~x.

2. Uzavřenost na sč́ıtáńı vektor̊u:
Pro každé A,B ∈ L(P,Q) ověř́ıme, že A+B je lineárńı zobrazeńı.

(a) Pro každé ~x, ~y ∈ P plat́ı

(A+B)(~x+~y) = A(~x+~y)+B(~x+~y) = (A~x+A~y)+(B~x+B~y) = (A~x+B~x)+(A~y+B~y) = (A+B)~x+(A+B)~y,

kde v prvńı a posledńı rovnosti byla využita definice součtu zobrazeńı A+B a ve druhé
rovnosti aditivita zobrazeńı A a B a ve třet́ı rovnosti vlastnosti vektorového prostoru
Q.

(b) Pro každé β ∈ T a ~x ∈ P plat́ı

(A+B)(β~x) = A(β~x) +B(β~x) = βA~x+ βB~x = β(A~x+B~x) = β(A+B)~x,

kde v prvńı a posledńı rovnosti byla využita definice součtu zobrazeńı A+B a ve druhé
rovnosti homogenita zobrazeńı A a B a ve třet́ı rovnosti vlastnosti vektorového prostoru
Q.

3. Uzavřenost na násobeńı vektor̊u č́ıslem:
Pro každé α ∈ T a A ∈ L(P,Q) ověř́ıme, že αA je lineárńı zobrazeńı.

(a) Pro každé ~x, ~y ∈ P plat́ı

(αA)(~x+ ~y) = αA(~x+ ~y) = α(A~x+A~y) = αA~x+ αA~y = (αA)~x+ (αA)~y,

kde v prvńı a posledńı rovnosti byla využita definice násobku zobrazeńı αA a ve druhé
rovnosti aditivita zobrazeńı A a ve třet́ı rovnosti vlastnosti vektorového prostoru Q.

(b) Pro každé β ∈ T a ~x ∈ P plat́ı

(αA)(β~x) = αA(β~x) = α(βA~x) = (αβ)A~x = (βα)A~x = β(αA~x) = β(αA)~x,

kde v prvńı a posledńı rovnosti byla využita definice násobku zobrazeńı αA, ve druhé
rovnosti homogenita zobrazeńı A, ve třet́ı a páté rovnosti vlastnosti vektorového pro-
storu Q a ve čtvrté rovnosti vlastnosti tělesa T .
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4. Platnost osmi axiomů vektorového prostoru:

(a) Pro každé A,B ∈ L(P,Q) plat́ı A + B = B + A, protože pro každé ~x ∈ P máme
(A+B)~x = A~x+B~x = B~x+A~x = (B +A)~x, využili jsme tedy komutativńıho zákona
pro sč́ıtáńı vektor̊u v prostoru Q.

(b) Pro každé A,B,C ∈ L(P,Q) plat́ı A+(B+C) = (A+B)+C, protože pro každé ~x ∈ P
máme (A + (B + C))~x = A~x + (B + C)~x = A~x + (B~x + C~x) = (A~x + B~x) + C~x =
(A + B)~x + C~x = ((A + B) + C)~x, využili jsme tedy asociativńıho zákona pro sč́ıtáńı
vektor̊u v prostoru Q.

(c) Existuje zobrazeńı B ∈ L(P,Q) tak, že pro každé A ∈ L(P,Q) plat́ı A + B = A, stač́ı
položit B := O (nulové zobrazeńı), o kterém už v́ıme, že je lineárńı, a snadno ověř́ıme,
že roli nulového vektoru hraje, protože pro každé ~x ∈ P plat́ı (A+O)~x = A~x+O~x =
A~x+~0Q = A~x.

(d) Pro každé A ∈ L(P,Q) existuje B ∈ L(P,Q) tak, že A + B = O, stač́ı položit B =
(−1)A, o kterém z uzavřenosti na násobeńı č́ıslem v́ıme, že je lineárńı, a snadno ověř́ıme,
že hraje roli opačného vektoru k A, protože pro každé ~x ∈ P plat́ı (A + ((−1)A))~x =
A~x+ ((−1)A)~x = A~x+ (−1)A~x = A~x−A~x = ~0Q.

(e) Pro každé α, β ∈ T a pro každé A ∈ L(P,Q) plat́ı α(βA) = (αβ)A, protože pro každý
vektor ~x ∈ P máme (α(βA))~x = α(βA)~x = α(βA~x) = (αβ)A~x = ((αβ)A)~x, kde jsme
využili asociativńıho zákona vzhledem k operaci násobeńı č́ıslem v Q.

(f) Pro každé A ∈ L(P,Q) plat́ı 1A = A, to plyne př́ımo z definice násobku zobrazeńı
č́ıslem.

(g) Pro každé α, β ∈ T a pro každé A ∈ L(P,Q) plat́ı (α+β)A = αA+βA, protože pro každé
~x ∈ P máme ((α+β)A)~x = (α+β)A~x = αA~x+βA~x = (αA)~x+ (βA)~x = (αA+βA)~x,
kde jsme využili distributivity operace násobeńı č́ıslem vzhledem ke sč́ıtáńı č́ısel v Q.

(h) Pro každé α ∈ T a pro každé A,B ∈ L(P,Q) plat́ı α(A + B) = αA + αB, protože
pro každé ~x ∈ P máme (α(A + B))~x = α(A + B)~x = α(A~x + B~x) = αA~x + αB~x =
(αA)~x+ (αB)~x = (αA+αB)~x, kde jsme využili distributivitu operace násobeńı č́ıslem
vzhledem ke sč́ıtáńı vektor̊u v Q.

Definice 19. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T .

• Je-li A ∈ L(V, V ), nazýváme A lineárńı operátor a ṕı̌seme L(V ) mı́sto L(V, V ).

• Je-li ϕ ∈ L(V, T ), nazýváme ϕ lineárńı funkcionál a ṕı̌seme V # mı́sto L(V, T ) a V #

nazýváme duálńı prostor k V .

Př́ıklad 25. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T .

• Př́ıkladem lineárńıho operátoru je identický operátor I, který každému ~x ∈ V přiřad́ı I~x = ~x.

• Necht’ X = (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je báze V . Pak pro každé i ∈ n̂ je i-tý souřadnicový funkcionál

~x#i v bázi X př́ıkladem lineárńıho funkcionálu, přičemž aditivita a homogenita ~x#i plyne z
Věty 10 o vlastnostech souřadnicového funkcionálu.

Definice 20. Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad stejným tělesem T . Necht’ A ∈ L(P,Q).

• Je-li A prosté, řekneme, že A je monomorfńı.

• Je-li A
”

na“ Q, řekneme, že A je epimorfńı.

• Je-li A prosté a
”

na“ Q, řekneme, že A je izomorfńı.

• Je-li A izomorfńı a P = Q, řekneme, že A je regulárńı operátor.
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Poznámka 44. Definice prostého zobrazeńı a zobrazeńı
”

na“ (surjektivńıho) znáte z matematické
analýzy. Přesto je připomeneme. Necht’ A : P → Q.

• A je prosté, pokud (∀~x, ~y ∈ P )((A~x = A~y)⇒ (~x = ~y)).

• A je
”

na“ Q, pokud (∀~y ∈ Q)(∃~x ∈ P )(A~x = ~y).

Př́ıklad 26. Necht’ X = (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je báze vektorového prostoru V nad tělesem T . Ukažme,
že souřadnicový izomorfismus (.)X v bázi X je skutečně izomorfismus.
Řešeńı: Připomeňme, že pro každý vektor ~x ∈ V je souřadnicový izomorfismus definován vzta-

hem (~x)X =

 α1
α2

...
αn

 , pokud ~x =
∑n
i=1 αi~xi. Z D̊usledku Věty 10 o vlastnostech souřadnicového

funkcionálu plyne linearita souřadnicového izomorfismu. Zbývá tedy dokázat, že (.)X : V → Tn je
prosté a

”
na“.

• Prostota:

Pro každé ~x, ~y ∈ V plat́ı, že je-li (~x)X = (~y)X a označ́ıme-li (~x)X =

 α1
α2

...
αn

, pak z definice

souřadnicového izomorfismu máme ~x =
∑n
i=1 αi~xi = ~y.

•
”

na“ Tn:

Necht’

 α1
α2

...
αn

 ∈ Tn, pak pro ~x =
∑n
i=1 αi~xi ∈ V plat́ı (~x)X =

 α1
α2

...
αn

 .

Věta 16 (Linearita inverzńıho zobrazeńı). Necht’ A ∈ L(P,Q) je izomorfńı, pak A−1 existuje a
je také izomorfńı.

D̊ukaz. Jelikož A je prosté zobrazeńı s definičńım oborem P a oborem hodnot Q, v́ıme z ma-
tematické analýzy, že A−1 existuje, má definičńı obor Q a obor hodnot P . Zbývá ověřit, že
A−1 ∈ L(Q,P ).

• Aditivita A−1:
Pro každé ~y1, ~y2 ∈ Q ověř́ıme, že A−1(~y1 + ~y2) = A−1~y1 + A−1~y2. Označme ~x1 = A−1~y1 a
~x2 = A−1~y1. Pak z definice inverzńıho zobrazeńı v́ıme, že ~y1 = A~x1 a ~y2 = A~x2. Z aditivity
A máme ~y1 +~y2 = A~x1 +A~x2 = A(~x1 +~x2). Opět z definice inverzńıho zobrazeńı dostáváme
A−1(~y1 + ~y2) = ~x1 + ~x2 = A−1~y1 +A−1~y2.

• Homogenita A−1:
Pro každé α ∈ T a každé ~y ∈ Q ověř́ıme, že A−1(α~y) = αA−1~y. Označme ~x = A−1~y, pak z
definice inverzńıho zobrazeńı v́ıme, že ~y = A~x. Z homogenity A máme α~y = αA~x = A(α~x).
Opět z definice inverzńıho zobrazeńı dostáváme A−1(α~y) = α~x = αA−1~y.

Věta 17 (Linearita složeného zobrazeńı). Necht’ P,Q, V jsou vektorové prostory nad stejným
tělesem T . Necht’ B ∈ L(P,Q) a A ∈ L(Q,V ). Pak AB ∈ L(P, V ).

D̊ukaz. Složené zobrazeńı je pro každé ~x ∈ P definováno (AB)~x = A(B~x). Jde tedy o korektně
definované zobrazeńı P do V (A p̊usob́ı na vektor B~x, který je z Q). Zbývá ověřit linearitu.

• Aditivita:
Pro každé ~x, ~y ∈ P plat́ı (AB)(~x + ~y) = A(B(~x + ~y)) = A(B~x + B~y) = A(B~x) + A(B~y) =
(AB)~x + (AB)~y, kde v prvńı a posledńı rovnosti je využita definice složeného zobrazeńı, v
druhé rovnosti aditivita B a ve třet́ı rovnosti aditivita A.
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• Homogenita:
Pro každé α ∈ T a každé ~x ∈ P plat́ı (AB)(α~x) = A(B(α~x)) = A(αB~x) = αA(B~x) =
α(AB)~x, kde v prvńı a posledńı rovnosti je využita definice složeného zobrazeńı, v druhé
rovnosti homogenita B a ve třet́ı rovnosti homogenita A.

Př́ıklad 27. Necht’ zobrazeńı A : R3 → R2 a B : R→ R3 jsou definována

• pro každé
(
α1
α2
α3

)
∈ R3 je A

(
α1
α2
α3

)
=
(
α1+α2
α3

)
,

• pro každé α1 ∈ R je B(α1) =
( α1
−α1
α1

)
.

Ověřme, že A ∈ L(R3,R2).
Řešeńı:

• Aditivita:

Pro každé
(
α1
α2
α3

)
,

(
β1

β2

β3

)
∈ R3 plat́ı A

(
α1+β1

α2+β2

α3+β3

)
=
(

(α1+β1)+(α2+β2)
α3+β3

)
=
(

(α1+α2)+(β1+β2)
α3+β3

)
=(

α1+α2
α3

)
+
(
β1+β2

β3

)
= A

(
α1
α2
α3

)
+A

(
β1

β2

β3

)
, kde jsme využili vlastnosti sč́ıtáńı č́ısel v R a de-

finici sč́ıtáńı vektor̊u v R2.

• Homogenita:

Pro každé α ∈ R a každé
(
α1
α2
α3

)
∈ R3 plat́ı A

(
αα1
αα2
αα3

)
=
(
αα1+αα2
αα3

)
=
(
α(α1+α2)

αα3

)
=

α
(
α1+α2
α3

)
= αA

(
α1
α2
α3

)
, kde jsme využili vlastnosti sč́ıtáńı a násobeńı č́ısel v R a definici

násobeńı vektoru č́ıslem v R2.

Sami ověřte, že B ∈ L(R,R3).
Z Věty 17 o skládáńı lineárńıch zobrazeńı v́ıme, že AB ∈ L(R,R2). Najděme předpis pro AB.
Řešeńı: Pro každé α1 ∈ R

(AB)(α1) = A(B(α1)) = A
( α1
−α1
α1

)
=
(

0
α1

)
.

Definice 21. Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad tělesem T . Necht’ A ∈ L(P,Q). Necht’

M ⊂ P a N ⊂ Q. Pak (stejně jako v matematické analýze)

• obrazem M při zobrazeńı A nazveme množinu A(M) = {A~x
∣∣ ~x ∈M},

• vzorem N při zobrazeńı A nazveme množinu A−1(N) = {~x ∈ P
∣∣ A~x ∈ N}.

Poznámka 45. Mı́sto A−1({~x}) budeme psát A−1(~x).

Př́ıklad 28. Necht’ A,B definovány stejně jako v Př́ıkladě 27.

• Necht’ M = {1, 2, 3}, pak B(M) = {
(

1
−1
1

)
,
(

2
−2
2

)
,
(

3
−3
3

)
}.

• Necht’ N1 = {
(

1
−2
1

)
,
(

1
−1
1

)
} a N2 = {

(
1
−2
1

)
}, pak B−1(N1) = {1} a B−1(N2) = ∅.

• Necht’ N = {( 0
1 )}, pak A−1(N) = {

(
α
−α
1

) ∣∣ α ∈ R}.

Poznámka 46. Neplet’te si vzor množiny A−1(N) (jde o množinu) s inverzńım zobrazeńım A−1

(jde o zobrazeńı). I pro zobrazeńı, která nejsou prostá, má smysl hovořit o vzorech množin, viz

předchoźı př́ıklad, kde A−1(( 0
1 )) existuje a A neńı prosté, protože např́ıklad A

(
0
0
1

)
= A

(
1
1
1

)
.
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Věta 18 (Obraz a vzor podprostoru). Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad tělesem T . Necht’

A ∈ L(P,Q). Necht’ M ⊂⊂ P a N ⊂⊂ Q. Pak

• A(M) ⊂⊂ Q,

• A−1(N) ⊂⊂ P .

Speciálně A(P ) ⊂⊂ Q.

D̊ukaz. • Dokažme nejprve A(M) ⊂⊂ Q. (Všimněte si, kde v bodech 2., 3. i 4. využ́ıváme, že
M je podprostor.)

1. A(M) ⊂ Q př́ımo z definice.

2. A(M) 6= ∅, protože např́ıklad ~0Q = A(~0P ) a ~0P ∈M , proto ~0Q ∈ A(M).

3. A(M) je uzavřená na sč́ıtáńı, protože pro každé ~y1, ~y2 ∈ A(M) existuj́ı ~x1, ~x2 ∈M tak,
že ~y1 = A~x1 a ~y2 = A~x2, odtud dostáváme ~y1 +~y2 = A~x1 +A~x2 = A(~x1 +~x2) ∈ A(M),
využili jsme aditivity A a uzavřenosti M na sč́ıtáńı vektor̊u.

4. A(M) je uzavřená na násobeńı vektoru č́ıslem, protože pro každé ~y ∈ A(M) existuje
~x ∈ M tak, že ~y = A~x. Odtud dostáváme pro každé α ∈ T , že α~y = αA~x = A(α~x) ∈
A(M), využili jsme homogenity A a uzavřenosti M na násobeńı vektoru č́ıslem.

• Dokažme A−1(N) ⊂⊂ P .

1. A−1(N) ⊂ P př́ımo z definice.

2. A−1(N) 6= ∅, protože např́ıklad ~0Q = A(~0P ) a ~0Q ∈ N , proto ~0P ∈ A−1(N).

3. A−1(N) je uzavřená na sč́ıtáńı, protože pro každé ~x1, ~x2 ∈ A−1(N) plat́ı A~x1 ∈
N, A~x2 ∈ N a z aditivity A dále dostaneme A(~x1 + ~x2) = A~x1 + A~x2 ∈ N , proto
~x1 + ~x2 ∈ A−1(N), využili jsme uzavřenosti N na sč́ıtáńı vektor̊u.

4. A−1(N) je uzavřená na násobeńı vektoru č́ıslem, protože pro každé ~x ∈ A−1(N) plat́ı
A~x ∈ N a pro každé α ∈ T pak z homogenity A dostaneme A(α~x) = αA~x ∈ N , proto
α~x ∈ A−1(N), využili jsme uzavřenosti N na násobeńı vektoru č́ıslem.

5.1 Hodnost, jádro, defekt

Definice 22. Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad tělesem T . Necht’ A ∈ L(P,Q).

• Hodnost́ı A nazveme dim A(P ) a znač́ıme h(A).

• Jádrem A nazveme A−1(~0Q) = {~x ∈ P
∣∣ A~x = ~0Q} a znač́ıme kerA.

• Defektem A nazveme dim kerA a znač́ıme d(A).

Poznámka 47. Má smysl uvažovat dimenzi oboru hodnot A(P ) a jádra kerA, protože z Věty 18
o obrazech a vzorech podprostor̊u plyne, že jde o podprostory.

Př́ıklad 29. Pro zobrazeńı A,B z Př́ıkladu 27 určeme hodnost, jádro a defekt.
Řešeńı:

• kerA = {
(
α1
α2
α3

)
∈ R3

∣∣ ( α1+α2
α3

)
= ( 0

0 )} = {
(

α
−α
0

) ∣∣ α ∈ R} = [
(

1
−1
0

)
]λ. Proto d(A) = 1.

A(R3) ⊂⊂ R2, proto h(A) ≤ 2. Zároveň A
(

1
0
0

)
= ( 1

0 ) a A
(

0
0
1

)
= ( 0

1 ) ∈ A(R3), proto

h(A) ≥ 2. Suma sumárum je h(A) = 2 a z Věty 11 o vlastnostech podporstor̊u plyne, že
A(R3) = R2.

• kerB = {(α1) ∈ R
∣∣ ( α1
−α1
α1

)
=
(

0
0
0

)
} = {0}. Proto d(B) = 0.

B(R) = [
(

1
−1
1

)
]λ. Tedy h(B) = 1.
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Věta 19 (Obraz lineárńıho obalu). Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad tělesem T . Necht’

A ∈ L(P,Q). Necht’ (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je soubor z P . Pak

A([~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ) = [A~x1, A~x2, . . . , A~xn]λ.

D̊ukaz. Dokazujeme rovnost množin, tedy dvě inkluze.

• A([~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ) ⊂ [A~x1, A~x2, . . . , A~xn]λ:
Necht’ ~y ∈ A([~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ), pak existuje ~x ∈ [~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ takový, že ~y = A~x. Tedy
existuj́ı α1, α2, . . . , αn ∈ T tak, že ~x =

∑n
i=1 αi~xi, odtud d́ıky linearitě A dostáváme ~y =

A~x = A(
∑n
i=1 αi~xi) =

∑n
i=1 αiA~xi ∈ [A~x1, A~x2, . . . , A~xn]λ.

• [A~x1, A~x2, . . . , A~xn]λ ⊂ A([~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ):
Necht’ ~y ∈ [A~x1, A~x2, . . . , A~xn]λ, pak existuj́ı α1, α2, . . . , αn ∈ T taková, že ~y =

∑n
i=1 αiA~xi =

A(
∑n
i=1 αi~xi) ∈ A([~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ), v posledńı rovnosti jsme využili linearitu A.

Př́ıklad 30. Věta 19 o obrazu lineárńıho obalu umožňuje vypoč́ıtat snadno hodnost zobrazeńı.
Necht’ A jako v Př́ıkladě 27. Najděte h(A).

Řešeńı: Pak A(R3) = A([
(

1
0
0

)
,
(

0
1
0

)
,
(

0
0
1

)
]λ) = [A

(
1
0
0

)
, A
(

0
1
0

)
, A
(

0
0
1

)
]λ = [( 1

0 ) , ( 1
0 ) , ( 0

1 )]λ =

R2, proto h(A) = 2.

Věta 20 (Prostota a jádro lineárńıho zobrazeńı). Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad tělesem
T . Necht’ A ∈ L(P,Q). A je prosté, právě když kerA = {~0P }.

D̊ukaz. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvě implikace.
(⇒): Dokážeme implikaci sporem. Předpokládáme tedy, že A je prosté a kerA 6= {~0P }. Pak existuje
v kerA vektor ~x 6= ~0P , tedy A~x = ~0Q = A~0P , to je ale spor s prostotou A.

(⇐): Postupujeme opět sporem. Předpokládáme, že kerA = {~0P } a zároveň A neńı prosté, tj.
existuj́ı ~x, ~y ∈ P takové, že A~x = A~y a přitom ~x 6= ~y. Odtud máme d́ıky linearitě A rovnost
A(~x− ~y) = ~0Q, což ale znamená, že ~x− ~y ∈ kerA, a to je spor s kerA = {~0P }.

Př́ıklad 31. Ukážeme, že obdobné tvrzeńı pro zobrazeńı, které neńı lineárńı, neplat́ı. Necht’ ϕ :
R2 → R je funkcionál definovaný následovně. Pro každé ( α1

α2
) ∈ R2 definujeme ϕ ( α1

α2
) = α2

1 + α2
2.

Pak ϕ neńı prostý - např́ıklad ϕ ( 1
0 ) = ϕ ( 0

1 ) a zároveň {( α1
α2

) ∈ R2
∣∣ ϕ ( α1

α2
) = 0} = {( 0

0 )}. Podle
věty o prostotě a jádru lineárńıho zobrazeńı je jasné, že ϕ neńı lineárńı. Jinými slovy: předpoklad
linearity zobrazeńı A v předchoźı větě je nezbytný!

Věta 21 (Nerovnosti pro hodnost). Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad tělesem T a necht’

A ∈ L(P,Q). Pak h(A) ≤ dim Q a h(A) ≤ dim P .

D̊ukaz. • Jelikož A(P ) ⊂⊂ Q, je jasné, že h(A) = dim A(P ) ≤ dim Q.

• Pro P = {~0}, je h(A) = dim A(P ) = 0, a tedy h(A) ≤ dim P . Pro P 6= {~0} označme
(~x1, . . . , ~xn) bázi P , tedy dim P = n ∈ N. Pak

A(P ) = A([~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ) = [A~x1, A~x2, . . . , A~xn]λ,

odkud plyne, že h(A) = dim A(P ) ≤ n = dim P .

Věta 22 (Hodnost složeného zobrazeńı). Necht’ P,Q, V jsou vektorové prostory nad tělesem T a
necht’ B ∈ L(P,Q) a A ∈ L(Q,V ). Pak

• h(AB) ≤ h(A), a je-li B izomorfńı, pak plat́ı h(AB) = h(A),

• h(AB) ≤ h(B), a je-li A izomorfńı, pak plat́ı h(AB) = h(B).
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D̊ukaz. • h(AB) = dim A(B(P )), protože B(P ) ⊂⊂ Q, plat́ı, že A(B(P )) ⊂⊂ A(Q). Proto
h(AB) ≤ dim A(Q) = h(A). Všimněme si, že je-li B

”
na“ Q, tj. B(P ) = Q, pak plat́ı

rovnost. Tedy ve větě stačilo dokonce předpokládat B epimorfńı.

• Je-li h(B) = 0, pak h(AB) = 0 a nerovnost plat́ı. Pokud h(B) = n, označme (~x1, . . . , ~xn)
bázi B(P ), pak

h(AB) = dim A([~x1, . . . , ~xn]λ) = [A~x1, . . . , A~xn]λ ≤ n = h(B).

Je-li A prosté, stač́ı dokázat, že (A~x1, . . . , A~xn) je LN, a tud́ıž h(AB) = h(B). Tedy ve větě
stačilo dokonce předpokládat A monomorfńı.
Dokažme tedy lineárńı nezávislost (A~x1, . . . , A~xn). Uvažujme libovolnou LK

∑n
i=1 αiA~xi =

~0Q, pak d́ıky linearitě A plat́ı A(
∑n
i=1 αi~xi) = ~0Q. Jelikož je A prosté, plat́ı kerA = {~0P },

proto
∑n
i=1 αi~xi = ~0P . Z LN souboru (~x1, ~x2, . . . , ~xn) pak plyne, že αi = 0 pro každé i ∈ n̂.

Tedy soubor (A~x1, A~x2, . . . , A~xn) je LN.

Poznámka 48. Všimněme si, že v druhé části d̊ukazu předchoźı věty jsme se dozvěděli, že plat́ı
následuj́ıćı implikace:
Je-li A ∈ L(P,Q) a A prosté, pak

(~x1, ~x2, . . . , ~xn) je LN soubor v P ⇒ (A~x1, A~x2, . . . , A~xn) je LN soubor v Q.

Sami si rozmyslete, že opačný směr plat́ı pro libovolné lineárńı zobrazeńı:
Je-li A ∈ L(P,Q), pak

(~x1, ~x2, . . . , ~xn) je LN soubor v P ⇐ (A~x1, A~x2, . . . , A~xn) je LN soubor v Q.

Věta 23 (Zadáńı lineárńıho zobrazeńı pomoćı obraz̊u bazických vektor̊u). Necht’ P,Q jsou vek-
torové prostory nad tělesem T . Necht’ X = (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je báze P a (~y1, ~y2, . . . , ~yn) je libovolný
soubor z Q. Pak existuje právě jedno A ∈ L(P,Q) splňuj́ıćı pro každé i ∈ n̂ A~xi = ~yi.
Slovy:

”
Lineárńı zobrazeńı je jednoznačně určeno, jsou-li dány obrazy bazických vektor̊u.“

D̊ukaz. • Existence:

Pro každé ~x ∈ P , označme (~x)X =

 α1
α2

...
αn

 a definujme

A~x =

n∑
i=1

αi~yi.

Pak A : P → Q a evidentně splňuje A~xi = ~yi pro každé i ∈ n̂. Zbývá ukázat, že A je lineárńı.

– Aditivita:

Pro každé ~x, ~y ∈ P , označme (~x)X =

 α1
α2

...
αn

 a (~y)X =

 β1

β2

...
βn

, pak z aditivity

souřadnicového izomorfismu v́ıme, že (~x+ ~y)X =

 α1+β1

α2+β2

...
αn+βn

, odkud dostaneme

A(~x+ ~y) =

n∑
i=1

(αi + βi)~xi =

n∑
i=1

αi~xi +

n∑
i=1

βi~xi = A~x+A~y.
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– Homogenita:

Pro každé α ∈ T a každé ~x ∈ P , označme (~x)X =

 α1
α2

...
αn

, pak z homogenity souřadnicového

izomorfismu v́ıme, že (α~x)X =

 αα1
αα2

...
ααn

, odkud dostaneme

A(α~x) =

n∑
i=1

(ααi)~xi = α

n∑
i=1

αi~xi = αA~x.

• Jednoznačnost:
Necht’ B ∈ L(P,Q) splňuje B~xi = ~yi pro každé i ∈ n̂. Pak pro každé ~x ∈ P , pro které

(~x)X =

 α1
α2

...
αn

, plat́ı d́ıky linearitě B

B~x = B(

n∑
i=1

αi~xi) =

n∑
i=1

αiB~xi =

n∑
i=1

αi~yi = A~x.

Proto B = A.

Věta 24 (Řešeńı rovnice A~x = ~b). Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad tělesem T . Necht’

A ∈ L(P,Q) a ~b ∈ A(P ). Pak množina všech řešeńı A~x = ~b, tedy A−1(~b), má tvar

{~x ∈ P
∣∣ A~x = ~b} = ~a+ kerA,

kde ~a ∈ P splňuje A~a = ~b (~a nazýváme partikulárńım řešeńım).

Poznámka 49. Všimněme si, že z předpokladu ~b ∈ A(P ) existence partikulárńıho řešeńı ~a plyne.

D̊ukaz. Dokazujeme rovnost dvou množin, tedy dvě inkluze.

• {~x ∈ P
∣∣ A~x = ~b} ⊂ ~a+ kerA:

Necht’ A~x = ~b a ~a je partikulárńı řešeńı, pak A(~x − ~a) = A~x − A~a = ~b − ~b = ~0Q, proto
~x− ~a ∈ kerA, tedy ~x ∈ ~a+ kerA.

• ~a+ kerA ⊂ {~x ∈ P
∣∣ A~x = ~b}:

Necht’ ~x ∈ ~a+kerA, pak existuje ~z ∈ kerA tak, že ~x = ~a+~z. Pak A~x = A(~a+~z) = A~a+A~z =
~b+~0Q = ~b. Proto ~x ∈ {~x ∈ P

∣∣ A~x = ~b}.

Př́ıklad 32. Necht’ A : R3 → R2 je definované pro každé
(
α1
α2
α3

)
∈ R3 jako A

(
α1
α2
α3

)
=
(
α1+α2
α3

)
.

Už jsme v Př́ıkladu 29 vyšetřili, že kerA = [
(

1
−1
0

)
]λ a že

A−1(( 0
1 )) = {

(
α
−α
1

) ∣∣ α ∈ R} =
(

0
0
1

)
+ [
(

1
−1
0

)
]λ.

Tedy vid́ıme, že množinu řešeńı rovnice A~x = ( 0
1 ) źıskáme sč́ıtáńım partikulárńıho řešeńı se všemi

možnými vektory z jádra.
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5.2 2. věta o dimenzi

Věta 25 (2. věta o dimenzi). Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad tělesem T a necht’ A ∈
L(P,Q). Pak

h(A) + d(A) = dim P.

D̊ukaz. 1. Je-li h(A) = 0, pak kerA = P a tvrzeńı věty evidentně plat́ı.

2. Je-li h(A) = k ∈ N, pak existuje (~y1, . . . , ~yk) báze A(P ). Z definice A(P ) v́ıme, že pak existuj́ı
vektory ~x1, . . . , ~xk, pro které ~yi = A~xi. Podle Poznámky 48 plat́ı, že (~x1, . . . , ~xk) je LN
soubor. Označme P̃ = [~x1, . . . , ~xk]λ a ukažme, že kerA je doplněk P̃ do P , tj. P = P̃ ⊕kerA.
Pak bude jasné, že dim P = k + d(A) = h(A) + d(A). Tedy ukážeme:

(a) P̃ + kerA = P , tj. pro každé ~x ∈ P existuje ~p ∈ P̃ a ~q ∈ kerA tak, že ~x = ~p+ ~q. Jelikož
A~x ∈ A(P ) a (~y1, . . . , ~yk) je báze A(P ), existuj́ı koeficienty α1, . . . , αk ∈ T takové, že

A~x =
∑k
i=1 αi~yi =

∑k
i=1 αiA~xi, pak polož́ıme ~p =

∑k
i=1 αi~xi a ~q = ~x − ~p a ověř́ıme,

že ~q ∈ kerA. A~q = A~x − A(
∑k
i=1 αi~xi) = A~x −

∑k
i=1 αiA~xi = A~x − A~x = ~0Q, proto

skutečně ~q ∈ kerA.

(b) P̃ ⊕ kerA = P , tj. stač́ı ověřit P̃ ∩ kerA = {~0P }. Je-li ~x ∈ P̃ , pak existuj́ı α1, . . . , αk ∈
T taková, že ~x =

∑k
i=1 αi~xi, a je-li ~x zároveň z kerA, pak A~x = A(

∑k
i+1 αi~xi) =∑k

i=1 αiA~xi = ~0Q a z LN (A~x1, . . . , A~xk) plyne, že αi = 0 pro každé i ∈ k̂, tedy vektor
~x z pr̊uniku je nulový.

Př́ıklad 33. Nebudeme dělat nový př́ıklad, ale nabádáme čtenáře, aby se vrátil k Př́ıkladu 29, kde
jsme vyšetřili jádro a hodnost zobrazeńı A a B, a zkontroloval, že rovnost z 2. věty o dimenzi pro
ně plat́ı.

Poznámka 50. Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad tělesem T a necht’ A ∈ L(P,Q) je izo-
morfńı, pak z 2. věty o dimenzi plyne, že h(A) = dim P . A samozřejmě, protože A(P ) = Q, plat́ı
také, že h(A) = dim Q.

Definice 23. Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad tělesem T . Řekneme, že P a Q jsou izo-
morfńı, ṕı̌seme P ∼= Q, pokud existuje izomorfismus A ∈ L(P,Q).

Př́ıklad 34. Necht’ Vn je vektorový prostor dimenze n ∈ N nad tělesem T . Pak Vn ∼= Tn, protože
souřadnicový izomorfismus např́ıklad ve standardńı bázi zobrazuje Vn na Tn.

Tento pojem se zavád́ı i pro prostory s nekonečnou dimenźı. U prostor̊u s konečnou dimenźı,
což je náš př́ıpad, je lehké rozhodnout, zda jsou izomorfńı.

Věta 26 (Izomorfismus prostor̊u konečné dimenze). Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad
tělesem T . Pak P ∼= Q právě tehdy, když dim P = dim Q.

D̊ukaz. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dvě implikace.
(⇒): Necht’ P ∼= Q, pak existuje izomorfismus A ∈ L(P,Q). Z Poznámky 50 plyne, že pak dim P =
h(A) = dim Q.
(⇐):

1. Pokud dim P = dim Q = 0, pak je zřejmé, že P ∼= Q.

2. Necht’ dim P = dim Q = n ∈ N, pak existuj́ı (~x1, ~x2, . . . , ~xn) báze P a (~y1, ~y2, . . . , ~yn) báze
Q. Z Věty 23 o zadáńı lineárńıho zobrazeńı pomoćı obraz̊u bazických vektor̊u v́ıme, že pak
existuje právě jedno lineárńı A ∈ L(P,Q) splňuj́ıćı A~xi = ~yi pro každé i ∈ n̂. Ukažme, že
toto zobrazeńı je izomorfńı, tj. zbývá dokázat, že je prosté a

”
na“ Q.

• A je prosté, protože pro libovolný vektor ~x ∈ kerA, kde ~x =
∑n
i=1 αi~xi, plat́ı A~x =

A(
∑n
i=1 αi~xi) =

∑n
i=1 αi~yi = ~0Q. Z LN souboru (~y1, ~y2, . . . , ~yn) plyne, že αi = 0 pro

každé i ∈ n̂, tedy kerA = {~0P }.
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• A je
”
na“ Q, protože

A(P ) = A([~x1, ~x2, . . . , ~xn]λ) = [A~x1, A~x2, . . . , A~xn]λ = [~y1, ~y2, . . . , ~yn]λ = Q.

Věta 27 (Jednodušš́ı ověřeńı izomorfnosti zobrazeńı). Necht’ P,Q jsou vektorové prostory nad
tělesem T a dim P = dim Q a necht’ A ∈ L(P,Q). Pak A je izomorfńı, právě když A je monomorfńı
nebo A je epimorfńı.

D̊ukaz. Implikace (⇒) je zřejmá. Ověřujeme tedy pouze (⇐):

• Je-li A monomorfńı, pak d(A) = 0 a z 2. věty o dimenzi plyne, že h(A) = dim P . Protože
dim P = dim Q, máme h(A) = dim A(P ) = dim Q a zároveň A(P ) ⊂⊂ Q. Podle Věty 11 o
vlastnostech podprostor̊u plat́ı A(P ) = Q, což znamená, že A je

”
na“ Q.

• Je-li A epimorfńı, pak A(P ) = Q, tedy h(A) = dim Q. Protože dim Q = dim P , dostáváme
z 2. věty o dimenzi, že d(A) = 0, tedy kerA = {~0P } a A je prosté.

Poznámka 51. Speciálně pro lineárńı operátory A ∈ L(P ) předchoźı věta ř́ıká, že jsou-li prosté,
pak už jsou automaticky

”
na“ P , a jsou-li

”
na“ P , pak jsou automaticky prosté.
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6 Matice a lineárńı zobrazeńı

Již známe Tm,n vektorový prostor matic s prvky z tělesa T o m řádćıch a n sloupćıch. Vı́me, že
sč́ıtáńı matic a násobeńı matice č́ıslem z T je definováno po prvćıch. Nyńı zavedeme daľśı operaci
- násobeńı matic.

Definice 24. Necht’ A je matice typu m × n a B typu n × p s prvky z T . Pak součinem A a B
nazveme matici typu m× p, znač́ıme ji AB, definovanou

[AB]ij =

n∑
k=1

AikBkj pro každé i ∈ m̂, j ∈ p̂.

Př́ıklad 35. Necht’ A =

(
3 1 0
2 3 4

)
a B =

2 0
3 4
0 1

. Pak AB =

(
9 4
13 16

)
a BA =

 6 2 0
17 15 16
2 3 4

.

Věta 28 (Vlastnosti násobeńı matic). Násobeńı matic

1. je asociativńı, tj. necht’ A je matice typu m × n, B typu n × p a C typu p × s s prvky z T ,
pak (AB)C = A(BC),

2. je distributivńı, tj. necht’ A je matice typu m × n, B a C typu n × p s prvky z T , pak
A(B + C) = AB + AC,

3. neńı obecně komutativńı, ani když násob́ıme čtvercové matice, tj. existuj́ı čtvercové matice A
a B s prvky z T takové, že AB 6= BA.

D̊ukaz. 1. Zkontrolujme nejprve podle definice násobeńı matic rozměry matic. Matice AB je
typu m × p. Proto matice (AB)C je typu m × s. Jelikož BC je typu n × s, je A(BC) typu
m× s.
Nyńı stač́ı ukázat, že pro každé i ∈ m̂ a j ∈ ŝ plat́ı [(AB)C]ij = [A(BC)]ij . Podle definice
násobeńı matic a praćı se sumami dostaneme následuj́ıćı rovnosti:

[(AB)C]ij =

p∑
k=1

[AB]ik[C]kj =

p∑
k=1

(
n∑
`=1

[A]i`[B]`k

)
[C]kj =

p∑
k=1

(
n∑
`=1

[A]i`[B]`k[C]kj

)
=

=

n∑
`=1

(
p∑
k=1

[A]i`[B]`k[C]kj

)
=

n∑
`=1

[A]i`

p∑
k=1

[B]`k[C]kj =

n∑
`=1

[A]i`[BC]`j = [A(BC)]ij .

Ve třet́ı rovnosti jsme roznásobili vnitřńı sumu, ve čtvrté rovnosti jsme zaměnili sumy a v
páté rovnosti jsme vytýkali z vnitřńı sumy.

2. Zkontrolujme nejprve podle definice násobeńı matic rozměry matic. Matice B + C je typu
n× p, proto A(B + C) je typu m× p. Matice AB i AC jsou typu m× p, proto jejich součet
AB + AC je také typu m× p.
Nyńı stač́ı ověřit, že pro každé i ∈ m̂ a j ∈ p̂ plat́ı [A(B+C)]ij = [AB+AC]ij . Podle definice
násobeńı a sč́ıtáńı matic dostaneme následuj́ıćı rovnosti:

[A(B + C)]ij =

n∑
k=1

[A]ik[B + C]kj =

n∑
k=1

[A]ik([B]kj + [C]kj) =

=

n∑
k=1

[A]ik[B]kj +

n∑
k=1

[A]ik[C]kj = [AB]ij + [AC]ij = [AB + AC]ij .
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3. Je-li A typu m × n a B typu n × p, pak AB je typu m × p. Aby BA existovala, muśı být
m = p, rozměr BA je pak n×n. Aby AB a BA měly stejný rozměr, muśı být tedy m = p = n,
neboli A a B muśı být čtvercové matice stejného typu.

Ani tehdy ale nemuśı rovnost platit. Např́ıklad pro A = ( 1 1
1 0 ) a B = ( 0 1

1 0 ) je AB = ( 1 1
0 1 )

a BA = ( 1 0
1 1 ).

Poznámka 52. Při znalosti násobeńı matic lze soustavu m lineárńıch algebraických rovnic pro n
neznámých x1, x2, . . . , xn

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
...

. . .
...

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

zapsat maticovým (vektorovým) zápisem jako A~x = ~b, kde

A =

 a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...

...
...

...
am1 am2 ... amn

 , ~x =

 x1
x2

...
xn

 , ~b =

 b1
b2
...
bm

.

Definice 25. Necht’ Pn, Qm jsou vektorové prostory nad tělesem T (indexy znač́ı dimenzi). Necht’

A ∈ L(Pn, Qm) a necht’ X = (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je báze Pn a Y je báze Qm. Pak matici XAY typu
m× n, jej́ı̌z j-tý sloupec je definován jako [XAY ]•j = (A~xj)Y , nazýváme matice zobrazeńı A v
báźıch X a Y.

Poznámka 53. Označme (~y1, ~y2, . . . , ~ym) bázi Y, pak lze popsat prvky matice pomoćı souřadnicových
funkcionál̊u v bázi Y. Pro každé i ∈ m̂ a j ∈ n̂ plat́ı

[XAY ]ij = ~y#i (A~xj).

Poznámka 54. Chceme-li zapsat XAY naráz jako matici, m̊užeme psát XAY = ((A~x1)Y , (A~x2)Y , . . . , (A~xn)Y),
kde čárkami oddělujeme jednotlivé sloupce matice.

Věta 29 (Vlastnosti matice zobrazeńı v báźıch). Necht’ Pn, Qm jsou vektorové prostory nad
tělesem T . Necht’ A,B ∈ L(Pn, Qm) a necht’ X = (~x1, ~x2, . . . , ~xn) je báze Pn a Y je báze Qm.
Necht’ α ∈ T . Pak plat́ı:

1. X(A+B)Y =XAY +XBY ,

2. X(αA)Y = αXAY .

D̊ukaz. 1. Porovnáme j-té sloupce matic pro každé j ∈ n̂.

[X(A+B)Y ]•j = ((A+B)~xj)Y = (A~xj +B~xj)Y = (A~xj)Y+(B~xj)Y = [XAY ]•j+[XBY ]•j = [XAY+XBY ]•j .

Ve druhé rovnosti jsme užili definici součtu zobrazeńı, ve třet́ı aditivity souřadnicového
izormorfismu v bázi Y, v posledńı definici sč́ıtáńı matic a v prvńı a předposledńı rovnosti
definici matice zobrazeńı.

2. Porovnáme j-té sloupce matic pro každé j ∈ n̂.

[X(αA)Y ]•j = ((αA)~xj)Y = (α(A~xj))Y = α(A~xj)Y = α[XAY ]•j = [αXAY ]•j .

Ve druhé rovnosti jsme užili definici násobeńı zobrazeńı č́ıslem, ve třet́ı homogenity souřadnicového
izormorfismu v bázi Y, v posledńı definici násobeńı matice č́ıslem a v prvńı a předposledńı
rovnosti definici matice zobrazeńı.
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Věta 30 (Výpočet obrazu vektoru pomoćı matice v báźıch). Necht’ Pn, Qm jsou vektorové prostory
nad tělesem T . Necht’ A ∈ L(Pn, Qm) a necht’ X je báze Pn a Y je báze Qm. Necht’ ~x ∈ Pn. Pak
plat́ı (A~x)Y =XAY(~x)X .

D̊ukaz. (A~x)Y je vektor z Tm a XAY(~x)X je součin matic typu m× n a n× 1, jde tedy o matici z
Tm,1 = Tm. Rozměry jsou tedy shodné.

Označme (~x1, ~x2, . . . , ~xn) bázi X a (~x)X =

 α1
α2

...
αn

. Pak

(A~x)Y = (A(α1~x1+α2~x2+· · ·+αn~xn))Y = (α1A~x1+α2A~x2+· · ·+αnA~xn)Y = α1(A~x1)Y+α2(A~x2)Y+· · ·+αn(A~xn)Y .

Ve druhé rovnosti jsme využili linearity A a ve třet́ı rovnosti linearity souřadnicového izomorfismu
v bázi Y. Nyńı už stač́ı si rozmyslet podle definice násobeńı matic, že

α1(A~x1)Y + α2(A~x2)Y + · · ·+ αn(A~xn)Y = ((A~x1)Y , (A~x2)Y , . . . , (A~xn)Y)

 α1
α2

...
αn

 =XAY(~x)X .

Poznámka 55. Věta 30 o výpočtu obrazu vektoru pomoćı matice v báźıch umožňuje přeformulovat
úlohu řešit rovnici A~x = ~b na řešeńı soustavy LAR.

Necht’ Pn, Qm jsou vektorové prostory nad tělesem T . Necht’ A ∈ L(Pn, Qm) a necht’ X je báze

Pn a Y je báze Qm. Dále necht’ ~b ∈ A(Pn) a necht’ je zadána matice zobrazeńı XAY . Z Věty 24 o

řešeńı rovnice A~x = ~b v́ıme, že řešeńı A~x = ~b má tvar ~a+ kerA, kde ~a je partikulárńı řešeńı.

1. kerA: Z hodnosti h(A), kterou umı́me z matice XAY určit, spoč́ıtáme defekt d(A) a poté
najdeme bázi jádra následuj́ıćım zp̊usobem:

A~x = ~0⇔ (A~x)Y = (~0)Y ,

jelikož (A~x)Y =X AY(~x)X , stač́ı naj́ıt d(A) LN řešeńı homogenńı soustavy s matićı XAY .
Tı́m źıskáme souřadnice bazických vektor̊u z jádra v bázi X .

2. Partikulárńı řešeńı ~a:
A~a = ~b⇔ (A~a)Y = (~b)Y ,

jelikož (A~a)Y =XAY(~a)X , najdeme (~a)X tak, že urč́ıme jedno řešeńı soustavy LAR s matićı
XAY a pravou stranou (~b)Y .

Př́ıklad 36. Necht’ X = (

 1
1
1

 ,

 −1
0
1

 ,

 1
−1

0

) je báze R3 a A ∈ L(R3) má matici v bázi

X rovnu XA =

 1 1 −1
0 1 1
1 −1 −3

 . Najděte všechna řešeńı A~x =

 1
2
3

.

1. kerA: Z matice XA vid́ıme, že

(A

 1
1
1

)X =

 1
0
1

 , (A

 −1
0
1

)X =

 1
1
−1

 , (A

 1
−1

0

)X =

 −1
1
−3

 ,

proto

A

 1
1
1

 =

 2
0
1

 , A

 −1
0
1

 =

 −1
2
2

 , A

 1
−1

0

 =

 −5
2
0

 .
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h(A) = dim A(R3) = dim A([

 1
1
1

 ,

 −1
0
1

 ,

 1
−1

0

]λ) = dim [A

 1
1
1

 , A

 −1
0
1

 , A

 1
−1

0

]λ =

dim [

 2
0
1

 ,

 −1
2
2

 ,

 −5
2
0

]λ = 2, proto d(A) = 1.

A~x = ~0⇔ (A~x)X = (~0)X =

 0
0
0

 ,

jelikož (A~x)X =XA(~x)X , stač́ı naj́ıt 1 LN řešeńı homogenńı soustavy s matićı XA =

 1 1 −1
0 1 1
1 −1 −3

.

Takovým řešeńım je např. (~x)X =

 2
−1

1

. Odtud máme kerA = [

 4
1
1

]λ.

2. Partikulárńı řešeńı ~a:

A~a =

 1
2
3

⇔ (A~a)X = (

 1
2
3

)X ,

jelikož (A~a)X =XA(~a)X , najdeme (~a)X tak, že urč́ıme jedno řešeńı soustavy LAR s matićı

XA a pravou stranou (

 1
2
3

)X =

 2
1
0

. Takovým řešeńım je např. (~a)X =

 1
1
0

, tedy

~a =

 0
1
2

.

Závěr: A−1(

 1
2
3

) =

 0
1
2

+ [

 4
1
1

]λ.

Věta 31 (Matice složeného zobrazeńı). Necht’ Pn, Qm, Vs jsou vektorové prostory na tělesem T .
Necht’ A ∈ L(Qm, Vs) a B ∈ L(Pn, Qm). Necht’ X je báze Pn, Y je báze Qm a Z je báze Vs. Pak

X(AB)Z =YAZ XBY .

D̊ukaz. Zkontrolujme nejprve rozměry matic. X(AB)Z je typu s× n. YAZ je typu s×m a XBY je
typu m× n, proto jejich součin je typu s× n.

Ověřme rovnost j-tých sloupc̊u pro každé j ∈ n̂.

[X(AB)Z ]•j = ((AB)~xj)Z = (A(B~xj))Z =YAZ(B~xj)Y = [YAZ XBY ]•j .

Předposledńı rovnost plyne z Věty 30 o výpočtu obrazu vektoru pomoćı matice v báźıch, a
uvědomı́me-li si, že (B~xj)Y je j-tý sloupec matice XBY , plyne posledńı rovnost z definice násobeńı
matic (j-tý sloupec součinu dvou matic se totiž źıská jako součin prvńı matice s j-tým sloupcem
druhé matice).

Poznámka 56. Věta 31 o matici složeného zobrazeńı umožňuje pomoćı “vnášeńı identity” me-
chanické převody matice zobrazeńı v nějakých báźıch na matici zobrazeńı v jiných báźıch.

Př́ıklad 37. Necht’ X = (

 1
−1

2

 ,

 −1
2
−2

 ,

 0
1
−1

), Y = (

 0
1
−1

 ,

 2
−1

4

 ,

 −1
2
−3

)

jsou báze R3 a B ∈ L(R3) má matici v bázi X rovnu XB =

 6 −3 0
4 −2 0
2 −1 0

 . Najděte
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1. XBY ,

2. YB.

Použijeme metodu “vnášeńı identity”, kde využ́ıváme Větu 31 o matici složeného zobrazeńı. I
znač́ı identický operátor na R3. Jistě tedy plat́ı B = IB = BI.

1. XBY =X (IB)Y =X IY XBX , jelikož XB známe, zbývá určit XIY = ((~x1)Y , (~x2)Y , (~x3)Y) =

((

 1
−1

2

)Y , (

 −1
2
−2

)Y , (

 0
1
−1

)Y) =

 1 −3 1
0 1 0
−1 3 0

.

Závěr: XBY =

 1 −3 1
0 1 0
−1 3 0

 6 −3 0
4 −2 0
2 −1 0

 =

 −4 2 0
4 −2 0
6 −3 0

.

2. YB =Y(IB)Y =X IY YBX =X IY Y(BI)X =X IY XBX YIX , jelikož XB a XIY známe, zbývá určit

YIX = ((~y1)X , (~y2)X , (~y3)X ) = ((

 0
1
−1

)X , (

 2
−1

4

)X , (

 −1
2
−3

)X ) =

 0 3 −1
0 1 0
1 0 1

.

Závěr: YB =

 1 −3 1
0 1 0
−1 3 0

 6 −3 0
4 −2 0
2 −1 0

 0 3 −1
0 1 0
1 0 1

 =

 −4 2 0
4 −2 0
6 −3 0

 0 3 −1
0 1 0
1 0 1

 = 0 −10 4
0 10 −4
0 15 −6

.

Úlohu lze řešit i bez využit́ı Věty 31. Zkuste sami vymyslet takový postup.
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7 Pro zaj́ımavost: Historie vektorového prostoru

Lineárńı algebra se na vysokých školách uč́ı
”
proti toku času“. Celou historíı lineárńı algebry se

táhly soustavy lineárńıch algebraických rovnic (k jejich kompletńımu řešeńı se ale dospělo až roku
1905), determinanty se objevily sto let před maticemi (v polovině 18. stolet́ı nalezly determinanty
svou oblibu d́ıky Cramerovu pravidlu, zat́ımco matice byly poprvé pořádně zpracované až v d́ıle
Caleyho roku 1858). Vrcholem veškeré abstrakce je pak pojem vektorového prostoru, jehož náznak
se objevuje v d́ıle Grassmanna v roce 1844 a poté Peana roku 1888. Pojd’me se na historii vekto-
rového prostoru pod́ıvat bĺıže a seznámit se právě s Grassmannem a Peanem, kteř́ı jsou považováni
za otce lineárńı algebry.

Pojem vektoru pocháźı z fyziky, je to veličina maj́ıćı směr a velikost (śıla, rychlost). Matematika
zavád́ı vektory v souvislosti s komplexńımi č́ısly - Gauss roku 1831 zač́ıná pracovat s komplexńımi
č́ısly jako s vektory v komplexńı rovině. Ještě předt́ım Bolzano definuje operace s body, př́ımkami,
rovinami. Roku 1832 Bellavitis představuje ekvipolentńı počet s úsečkami. Termı́n vektor i skalár
najdeme roku 1843 poprvé u Hamiltona v práci o kvaternionech, vektory ve v́ıcedimenzionálńıch
prostorech se objevuj́ı u Caleyho, Hamiltona a Grassmanna. Ve všech těchto praćıch jde o konkrétńı
př́ıklady vektorových prostor̊u, kde se s vektory poč́ıtá podobně jako s č́ısly (sč́ıtaj́ı se, násob́ı
č́ıslem), ale neexistuje žádná obecná definice vektorového prostoru, která by všechny tyto konkrétńı
př́ıklady zahrnovala.

Podobně se také pojmy lineárńı (ne)závislost, dimenze a báze objevuj́ı v r̊uzných kontextech:
v algebraické teorii č́ısel (Dedekind definuje těleso stejně jako my), v lineárńıch diferenciálńıch
rovnićıch (Děmidov), v řešeńı homogenńıch soustav lineárńıch algebraických rovnic (Euler si vš́ımá,
že lineárńı kombinace řešeńı je opět řešeńım, kompletńı popis řešeńı poskytuje až Frobenius v roce
1905), v euklidovské geometrii (kartézské souřadnice zavád́ı Descartes v 17. stolet́ı, Euler zkoumá
prostor R3, Monge pak na počátku 19. stolet́ı prostor Rn), v prostoru matic (operace s maticemi
popisuje Caley v roce 1858).

V 19. stolet́ı se rod́ı axiomatický př́ıstup k matematice - snaha o práci s objekty jako s č́ısly:
konečné grupy a tělesa definuje Weber v roce 1893, kvaterniony zavád́ı Hamilton v roce 1843, Caley
a Graves studuj́ı oktoniony, Peirce definuje pojem algebra v roce 1870, Peano zavád́ı axiomaticky
přirozená č́ısla roku 1889.

Prvńı, kdo přicháźı s ideou vektorového prostoru a studiem jeho vlastnost́ı je Hermann Günter
Grassmann, který za svého života dosáhl uznáńı na poli lingvistiky, nikoliv však matematiky. Jeho
př́ıpad nám ukáže, jak je d̊uležité naučit se dobře jazyk matematiky a umět jeho prostřednictv́ım
jasně formulovat myšlenky.

Hermann Günter Grassmann (1809, Štět́ın, Prusko – 1877, Štět́ın, Německo)
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Hermann̊uv otec Justus byl profesorem matematiky a fyziky na gymnáziu a syn šel v jeho
šlépěj́ıch. Zpočátku to však ovšem na kariéru profesora nevypadalo, nebot’ Hermann byl jen
pr̊uměrným studentem. V posledńım ročńıku se ale vzchopil a odmaturoval na pozici 2. nejlepš́ıho
studenta gymnázia. V roce 1827 nastoupil na univerzitu v Berĺıně, kde studoval teologii, literaturu,
filozofii a klasické jazyky, ale žádnou matematiku ani fyziku! Stal se profesorem nižš́ıho stupně
gymnázia. V roce 1840 složil zkoušku, která mu umožnila vyučovat matematiku, fyziku, chemii a
mineralogii na vyšš́ım stupni gymnázia. Úroveň gymnázíı v 19. stolet́ı byla velmi vysoká a taková
zkouška vyžadovala nejen výborné znalosti učiva, ale dokonce vypracováńı p̊uvodńı vědecké práce.
Grassmannova práce nesla název Theorie der Ebbe und Flut (teorie odlivu a př́ılivu) a šlo o aplikaci
vektorových metod, které rozv́ıjel už od roku 1832.

Zároveň se Grassmann věnuje jazyk̊um. V roce 1842 vydává učebnice mluvené němčiny a latiny.
Roku 1844 přicháźı pro dnešńı lineárńı algebru zlomové d́ılo Die lineale Ausdehnungslehre,

ein neuer Zweig der Mathematik (teorie lineárńıch extenźı, nové odvětv́ı matematiky). Objevuje
se tu idea algebry, kde jsou definovány operace se symboly reprezentuj́ıćımi geometrické objekty
(body, úsečky, rovnoběžńıky, rovnoběžnostěny). V Ausdehnungslehre Grassmann předběhl dobu,
jak uvid́ıme, jeho myšlenky našly pochopeńı až ve 20. stolet́ı. Ovšem jeho d́ılo nebylo přijato
matematiky ještě z daľśıch dvou d̊uvod̊u. Grassmann matematiku nikdy nestudoval, a tak celé
d́ılo bylo sepsáno filozoficky, obzvlášt’ úvod byl pro matematiky nečitelný. A jako matematik-
amatér byl přehĺıžen matematiky-profesionály. Grassmann se ovšem nevzdal a studiu vektorových
prostor̊u se dále věnoval. Zejména se snažil ukázat možné aplikace, např. v roce 1845 v d́ıle Theorie
der Elektrodynamik.

Roku 1846 źıskává za d́ılo Die geometrische Analyse geknüpft und die von Leibniz Charakteristik
(ucelená geometrická analýza a von Leibnizova charakteristika) cenu od Ćısařské Jablonowské
společnosti. Grassmann doufá, že cena mu pomůže źıskat post na univerzitě, touž́ı se totiž věnovat
naplno vědě. Jeho žádost je ovšem zamı́tnuta na základě Kummerových slov: “doporučeńı hodný
materiál, ale vyjádřený v těžko srozumitelné formě”. Grassmann tedy opět narazil na problém
filozofického nejasného vyjadřováńı myšlenek.

Uved’me i pár detail̊u z jeho osobńıho života. Roku 1849 si bere Therese Knappe, s ńıž má
11 dět́ı, ovšem jen 7 z nich dosáhlo dospělého věku. Jeden ze syn̊u se stal matematikem, název
jeho dizertace zněl Anwendung der Ausdehnungslehre auf die allgemeine Theorie der Raumkur-
ven und Krummen Flächen (použit́ı Ausdehnungslehre ve všeobecné teorii prostorových křivek a
zakřivených ploch), tedy jablko skutečně nepadlo daleko od stromu.

Nedostatek uznáńı v matematice přiměl Grassmanna, aby se obrátil ke své druhé zálibě -
lingvistice. Studium sanskrtu a gótštiny mu přineslo úspěch, porovnáńım fonetiky zpochybnil
pozici sanskrtu jakožto nejstarš́ıho indoevropského jazyka.

Ausdehnungslehre byla ale jeho nejcenněǰśım d́ılem a rozhodl se, že ji ještě jednou přeṕı̌se,
aby matematický svět konečně docenil jej́ı význam. V roce 1862 publikuje Die Ausdehnungslehre:
Vollständig und in strenger Form bearbeitet, ale d́ılo má ještě menš́ı úspěch než Ausdehnungslehre
z roku 1844. Dá se tedy ř́ıci, že během života se Grassmann dočkal větš́ıho uznáńı v oblasti
lingvistiky než v matematice.

Pod́ıvejme se nyńı bĺıže na Ausdehnungslehre. Název teorie extenźı pocháźı z faktu, že Grassmann
definuje i součin a např́ıklad součinem bod̊u je úsečka, součinem úseček rovnoběžńık, součinem
rovnoběžńık̊u rovnoběžnostěn, tedy vždy objekt v prostoru vyšš́ı dimenze. Nás ale zaj́ımá souvis-
lost Ausdehnungslehre s lineárńı algebrou. Grassmann zač́ıná se souborem “jednotek” e1, e2, e3, . . .
(což jsou v dnešńım smyslu lineárně nezávislé vektory) a uvažuje jejich formálńı lineárńı kombi-
nace a1e1 + a2e2 + a3e3 + . . . , kde ai ∈ R. Takové kombinace tvoř́ı množinu, kterou Grassmann
dále zkoumá. Definuje nulovost a rovnost lineárńıch kombinaćı, jejich součet a násobeńı skalárem.
Zavád́ı axiomy lineárńıho prostoru pro tyto operace. Představuje pojmy lineárńı nezávislost,
lineárńı obal, dimenze, báze, lineárńı podprostor a jeho doplněk. Dokazuje nezávislost dimenze na
volbě báze, Steinitzovu větu o výměně (Steinitz ji pak znovu dokáže roku 1913, jelikož Grassman-
novy výsledky nejsou známé), 1. větu o dimenzi. Dokazuje, že každý lineárně nezávislý soubor
lze doplnit na bázi a z každého souboru generátor̊u lze vybrat bázi. Odvozuje vzorec pro změnu
souřadnic při přechodu k jiné bázi. Vid́ıme tedy, že velká část teorie lineárńı algebry, kterou jsme
v prvńım semestru probrali, pocháźı právě od Grassmanna.

49



Tv̊urcem prvńı axiomatické definice vektorového prostoru je Giuseppe Peano. Narozd́ıl od
Grassmanna byl Peano mezi matematiky obdivován pro svou schopnost precizně formulovat myšlenky.
Také dokázal hbitě nacházet protipř́ıklady k chybným tvrzeńım a nalézat chyby ve standardńıch
výsledćıch. Jak uvid́ıme, byl opakem Grassmanna i v tom, že sklidil úspěch na poli matematiky,
nikoliv však ve svých lingvistických a encyklopedických projektech.

Giuseppe Peano (1858, Cuneo, Itálie – 1932, Tuŕın, Itálie)

Roku 1880 promoval na univerzitě v Tuŕıně a źıskal post asistenta. V roce 1884 podle přednášek
svého školitele Genocchiho sepsal Calcolo Differenziale e Principii di Calcolo Integrale, podepsal
se jen jako spoluautor, ale Genocchi ṕı̌se v předmluvě: “...to vše je zásluhou tohoto výjimečného
mladého muže Dr. Giuseppa Peana.” Dı́lo přispělo k jeho jmenováńı profesorem téhož roku, źıskal
tedy tento titul velmi mladý. Nesmrtelnost Peanovi přinesly zejména tři výsledky:

1. 1889 - Peanovy axiomy přirozených č́ısel v d́ıle Arithmetices principia, nova methodo expo-
sita,

2. 1890 - Peanova křivka, což je spojitá surjektivńı křivka z [0, 1], která vyplńı jednotkový
čtverec,

3. položeńı základ̊u matematické logiky a teorie množin.

Roku 1887 publikuje Applicazioni Geometriche del Calcolo Infinitesimale, kde prokazuje dobrou
znalost a schopnost dávat do zaj́ımavých souvislost́ı výsledky Möbia, Hamiltona, Bellavitise a
GRASSMANNA. V roce 1888 přicháźı Peanovo stěžejńı d́ılo pro lineárńı algebru Calcolo geomet-
rico secundo l’Ausdehnungslehre di H. Grassmann, precedutto dalle operazioni della logica dedut-
tiva, které konč́ı prvńı axiomatickou definićı vektorového prostoru. Moderńım jazykem zde
přehledně a srozumitelně zpracovává hlavńı Grassmannovy myšlenky. Uvád́ı př́ıklady vektorových
prostor̊u: R,C,R2,R3, prostor lineárńıch zobrazeńı, prostor polynomů.

Významným počinem je založeńı časopisu věnovaného logice a teorii množin Rivista di mate-
matica v roce 1891. Kvalitu časopisu zaručoval fakt, že Peano jako recenzent snadno nacházel ve
výsledćıch chyby a k nim protipř́ıklady a garantoval tak publikaci pouze korektńıch výsledk̊u.

Koncem 19. stolet́ı nastává zlom v Peanově kariéře: věnuje čas ambiciózńım projekt̊um s malým
ohlasem. V letech 1892 až 1908 pracuje na projektu Formulario mathematico, který má za ćıl
shrnout veškeré matematické výsledky do jediné knihy, nav́ıc pomoćı nové logické symboliky. Peano
použ́ıvá projekt i k výuce, jeden ze student̊u vzpomı́ná: “Nut́ı nás trávit spoustu času učeńım se
symboliky, kterou už nikdy jindy v životě nevyužijeme.” Naopak ochotu naučit se Peanovo značeńı
projevil roku 1900 Bertrand Russel: “Znal jsem jeho práce, ale jeho značeńı jsem neovládal. Fakt,
že se na Kongresu vyjadřoval přesněji než všichni ostatńı a že vždy nacházel ty nejlepš́ı argumenty,
mě přiměl k rozhodnut́ı, že si jeho značeńı osvoj́ım.” V roce 1903 odstartoval daľśı ambiciózńı
projekt Latino sine flexione, což měl být univerzálńı mezinárodńı jazyk bez gramatiky, kombinuj́ıćı

50



slova z latiny, angličtiny, němčiny a francouzštiny. A završeńım všeho bylo sepsáńı finálńı verze
Formulario mathematico v tomto univerzálńım jazyce Latino sine flexione!

Pro zaj́ımavost uved’me Peanovu axiomatickou definici vektorového prostoru (nazývá jej lineárńı
systém), abychom viděli, jak moc se podobá definici dnešńı.

Definice 26. Necht’ V je množina, na které jsou definovány:

1. Rovnost ~a = ~b jako symetrická a tranzitivńı relace.

2. Sč́ıtáńı jako zobrazeńı: V × V → V splňuj́ıćı
1) ~a = ~b⇒ ~a+ ~c = ~b+ ~c, 2) ~a+~b = ~b+ ~a, 3) ~a+ (~b+ ~c) = (~a+~b) + ~c.

3. Pro ~a ∈ V a m ∈ N znamená m~a součet m prvk̊u rovných ~a. Snadno nahlédneme, že plat́ı
4) ~a = ~b ⇒ m~a = m~b, 5) ~m(~a + ~b) = m~a + m~b, 6) (m + n)~a = m~a + n~a, 7) m(n~a) =
(mn)~a, 8) 1~a = ~a.

4. Násobeńı reálným č́ıslem jako zobrazeńı R×V → V , které zobecňuje vlastnosti pro násobeńı
přirozeným č́ıslem.

5. Existuje prvek ~0, který splňuje pro každé ~a ∈ V 0~a = ~0. Pokud ~a−~b chápeme jako ~a+(−1)~b,
pak je snadné nahlédnout, že
9) ~a− ~a = ~0, 10) ~a+~0 = ~a.

Pak V nazveme lineárńı systém.

Axiomy týkaj́ıćı se rovnosti v dnešńı definici neuvád́ıme, automaticky předpokládáme, že
množina, kterou uvažujeme, je relaćı rovnosti vybavena. Bod 3. týkaj́ıćı se násobeńı přirozeným
č́ıslem je nadbytečný. Peano jej uvád́ı, aby čtenář lépe porozuměl, odkud se berou axiomy vyžadované
po násobeńı reálným č́ıslem.

Na přijet́ı konceptu vektorového prostoru si ale matematika ještě počkala až do 20. stolet́ı.
V roce 1920 Banach ve své dizertačńı práci zavád́ı úplné normované vektorové prostory, kterým
se dnes ř́ıká Banachovy, a při té př́ıležitosti definuje vektorový prostor přesně tak jako my dnes.
Prvńı učebnice, v ńıž se objevuje pojem vektorový prostor, je Modern Algebra z roku 1930 od van
der Waerdena.
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8 Dodatek: Polynomy

Definice 27. Komplexńı funkci komplexńı proměnné p : C → C nazveme polynomem, pokud
existuje n ∈ N0 = N∪{0} a existuj́ı č́ısla α0, α1, . . . , αn ∈ C (nazýváme je koeficienty polynomu)
taková, že

p(t) = α0 + α1t+ · · ·+ αnt
n pro každé t ∈ C.

Názvoslov́ı:

• stupeň polynomu st p = max{i ∈ {0, 1, . . . , n}
∣∣ αi 6= 0} (vyjadřuje, jakou maximálńı

mocninu t polynom obsahuje)

• nulový polynom O(t) = 0 pro každé t ∈ C, stupeň neńı definován (nemá stupeň jako
jediný z polynomů)
POZOR! polynom nultého stupně je nenulová konstanta

• dle stupně n rozlǐsujeme:

– lineárńı polynom (n = 1), např. p(t) = t+ 3,

– kvadratický polynom (n = 2), např. p(t) = −t2 + 1
2 t+

√
3,

– kubický polynom (n = 3), např. p(t) = −it3,

– bikvadratický polynom (n = 4), např. p(t) = −t4 − 104t3,

• kořen (nulový bod) polynomu p je každé č́ıslo t0 ∈ C splňuj́ıćı p(t0) = 0

• reálným polynomem nazveme polynom s reálnými koeficienty

Věta 32 (Základńı věta algebry). Každý polynom stupně alespoň prvńıho má v C alespoň jeden
kořen.

Ponecháme bez d̊ukazu.

Věta 33 (Bézoutova věta). Necht’ p je polynom n-tého stupně pro n ∈ N, necht’ t0 ∈ C. Potom
existuje polynom q stupně n− 1 takový, že plat́ı

p(t) = p(t0) + (t− t0)q(t) pro každé t ∈ C.

D̊ukaz. Označme p(t) =
∑n
j=0 αjt

j , αn 6= 0. Pak

p(t)− p(t0) =
∑n
j=0 αjt

j −
∑n
j=0 αjt

j
0 =

∑n
j=0 αj(t

j − tj0) =

=
∑n
j=1 αj(t

j − tj0) =
∑n
j=1 αj(t− t0)

∑j−1
i=0 t

itj−1−i0 =

= (t− t0)
∑n
j=1 αj

∑j−1
i=0 t

itj−1−i0 = (t− t0)q(t).

Snadno nahlédneme, že q(t) =
∑n
j=1 αj

∑j−1
i=0 t

itj−1−i0 je polynom a má stupeň n− 1, protože pro

j = n a i = n− 1 dostaneme maximálńı mocninu tn−1, kterou q(t) obsahuje.

V d̊ukazu jsme využili vzorec aj − bj = (a− b)
∑j−1
i=0 a

ibj−1−i, který plat́ı pro každé a, b ∈ C a
j ∈ N. (Dokažte jej sami matematickou indukćı.)

Důsledek 4. Každý polynom n-tého stupně, kde n ∈ N0, má nejvýše n kořen̊u.

D̊ukaz. Matematickou indukćı podle stupně polynomu n.

• Pro n = 0 je tvrzeńı jasné.

• Předpokládejme pro nějaké n ≥ 0, že každý polynom stupně n má nejvýše n kořen̊u. Necht’

p je polynom stupně n + 1 a necht’ t0 je jeho kořen (podle Základńı věty algebry v́ıme, že
takové t0 ∈ C existuje). Podle Bézoutovy věty existuje polynom q stupně n takový, že

p(t) = (t− t0)q(t).

Jelikož má q podle indukčńıho předpokladu nejvýše n kořen̊u, má p nejvýše n+ 1 kořen̊u.
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Důsledek 5. Jedině nulový polynom má nekonečně mnoho kořen̊u.

Poznámka 57. Pokud tedy u nějakého polynomu tvaru p(t) =
∑n
j=0 αjt

j zjist́ıme, že má v́ıce než
n kořen̊u, pak už jde nutně o nulový polynom, tedy αj = 0 pro každé j ∈ {0, 1, . . . , n}.

Důsledek 6. Koeficienty polynomu a tedy i jeho stupeň jsou určeny jednoznačně.

D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme sporem. Předpokládejme, že existuje polynom p, pro který plat́ı

p(t) =

n∑
j=0

αjt
j =

n∑
j=0

βjt
j pro každé t ∈ C (nepředpokládáme, že αn 6= 0 ani βn 6= 0)

a existuje index j0 ∈ {0, 1, . . . , n} takový, že αj0 6= βj0 . Pak ale
∑n
j=0(αj−βj)tj = 0 pro každé t ∈ C,

a tedy jde o nulový polynom, což je ale spor s t́ım, že koeficient αj0 − βj0 6= 0.

Poznámka 58. Až nyńı jsme se dozvěděli, že definice stupně polynomu je korektńı, tedy že každý
polynom má stupeň jednoznačně určený.

Věta 34 (Rozklad polynomů na kořenové činitele). Necht’ p(t) =
∑n
j=0 αjt

j je polynom stupně

n ∈ N. Necht’ t1, t2, . . . , tk jsou jeho navzájem r̊uzné kořeny. Pak existuj́ı jednoznačně určená č́ısla
n1, n2, . . . , nk ∈ N taková, že

∑k
j=1 nj = n a pro každé t ∈ C plat́ı

p(t) = αn(t− t1)n1(t− t2)n2 · · · · · (t− tk)nk .

Řı́káme, že nj je násobnost kořene tj a t− tj je kořenový činitel př́ıslušej́ıćı tj.

D̊ukaz. Matematickou indukćı podle stupně polynomu n.

• Pro n = 1 je pro p(t) = α0 + α1t jednoznačným rozkladem na kořenové činitele p(t) =
α1(t+ α0

α1
).

• Předpokládejme pro nějaké n ≥ 1, že každý polynom stupně n má jednoznačný rozklad na
kořenové činitele. Necht’ p je polynom stupně n+ 1 a necht’ t0 je jeho kořen (podle Základńı
věty algebry v́ıme, že takové t0 ∈ C existuje). Podle Bézoutovy věty existuje polynom q
stupně n takový, že

p(t) = (t− t0)q(t).

Podle indukčńıho předpokladu má q(t) =
∑n
j=0 βjt

j jednoznačný rozklad na kořenové činitele,

tj. existuj́ı jednoznačně určená č́ısla n1, n2, . . . , nk ∈ N taková, že
∑k
j=1 nj = n a pro každé

t ∈ C plat́ı
q(t) = βn(t− t1)n1(t− t2)n2 · · · · · (t− tk)nk .

Odtud máme jednoznačný rozklad p na kořenové činitele

p(t) = βn(t− t0)(t− t1)n1(t− t2)n2 · · · · · (t− tk)nk ,

který lze ještě upravit, pokud t0 = tj pro nějaké j ∈ k̂, jako

p(t) = βn(t− t1)n1(t− t2)n2 · · · · · (t− tj)nj+1 · · · · · (t− tk)nk ,

nebo pro t0 6= tj pro každé j ∈ k̂, jako

p(t) = βn(t− t1)n1(t− t2)n2 · · · · · (t− tk)nk(t− tk+1)nk+1 ,

kde tk+1 = t0 a nk+1 = 1. Snadno zkontrolujeme, že součet násobnost́ı je n + 1 a že βn
odpov́ıdá koeficientu p(t) u nejvyšš́ı mocniny tn+1.
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Poznámka 59. Násobnost kořene polynomu lze ekvivalentně definovat následuj́ıćım zp̊usobem: t0
je k-násobný kořen polynomu p, pokud existuje polynom q takový, že p(t) = (t− t0)kq(t) pro každé
t ∈ C a q(t0) 6= 0.

Věta 35 (O kořenech reálných polynomů). Necht’ p je reálný polynom a necht’ t0 je jeho k-násobný
kořen. Pak t0 (č́ıslo komplexně sdružené k t0) je také jeho k-násobný kořen.

D̊ukaz. Ukažme nejprve, že t0 je také kořen. Necht’ p(t) =
∑n
j=0 αjt

j , kde αj ∈ R a αn 6= 0.

p(t0) =

n∑
j=0

αjt0
j

=

n∑
j=0

αjt
j
0 = p(t0) = 0.

Nyńı dokážeme, že t0 je k-násobný kořen. Z Bézoutovy věty v́ıme, že p(t) = (t − t0)kq(t) a
q(t0) 6= 0. Pro každé t ∈ C plat́ı d́ıky reálnosti p a d́ıky vlastnostem komplexńıch č́ısel

p(t) = p(t) = (t− t0)kq(t) = (t− t0)kq(t).

Jelikož q
(
t0

)
= q(t0) 6= 0, je dokázáno, že t0 je k-násobný kořen p.

Důsledek 7. Má-li reálný polynom lichý stupeň, pak má reálný kořen.

Poznámka 60. Rozklad reálného polynomu na kořenové činitele v reálném oboru: Je-li t0 ∈ C\R
k-násobný kořen reálného polynomu p, pak t0 je také k-násobným kořenem p a v rozkladu na
kořenové činitele m̊užeme sloučit

(t− t0)k(t− t0)k = (t− t0)(t− t0)k = (t2 − (t0 + t0)t+ t0t0)k,

kde, jak v́ıme, t0 + t0 i t0t0 jsou reálná č́ısla.

Př́ıklad 38. Reálný polynom p(t) = t4 − 1 má rozklad
v komplexńım oboru roven

t4 − 1 = (t− 1)(t+ 1)(t− i)(t+ i)

a v reálném oboru roven
t4 − 1 = (t− 1)(t+ 1)(t2 + 1).
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