Vektorovy prostor
Predem pripomeneme dva pojmy.

Kartézsky soucin mnozin A a B je mnozina usporadanych dvojic (a,b), kde a €A a b €B.
Znacime ji AxB, tj. AxB={(a,b) |a €ANb €B}.

Zobrazeni f:A—B je takovd podmnozina AxB, ze pro kazdy prvek a €A existuje pravé
jeden prvek b €B tak, ze (a,b) €f. Tento prvek znacime
b= f(a). A se nazyva defini¢éni obor zobrazeni f.

Kdyz (a,b)ef, iikdme, ze b je obraz a a a je vzor b.

Definice: Ciselnym télesem nazveme kazdou podmnozinu TCC, kterd m4 alespoi 2 prvky
a ve které plati:

1) a €T, BT = a+ [ €T,
2) a €T, BT = a.p €T,
3) a €T = —a €T,

4) a€T,a#0=1/a €T.

Poznamky:

1) Pojem télesa se v algebie zavadi mnohem obecnéji. Pro nés ovSem tato definice postadci.
2) Vlastnostem uvedenym v definici fikdme uzavienost vaéi scitani, resp. nésobeni, resp.
opacnému Cislu, resp. prevracené hodnoté.

3) V kazdém télese je ¢islo 0, nebot je tam alespoii jedno é&islo a, tudiz podle 3) i —« a tudiz
podle 1) i éislo a + (—a) = 0.

4) Mnozina celych ¢isel Z netvoii téleso, napi. 3€Z, ale % ¢7Z. Rovnéz mnozina N netvoii
téleso.

Mnoziny R a C télesa tvori. Rovnéz mnozina raciondlnich ¢isel Q tvoii téleso, a to dokonce
téleso nejmensi v tom smyslu, ze je podmnozinou kteréhokoliv jiného télesa.

V priikladech na cvicenich se budeme setkdvat témér vyhradné s télesy C nebo R. Je tieba
ovSem mit stdle na mysli, ze pojmy a tvrzeni, se kterymi se setkdvame na pifednésce, jsou
témér vzdy formulovany obecné.

Prvky télesa, tj. ¢isla, budeme vétsinou znacit feckymi pismeny.

Definice: Necht jsou dény
(1) ¢iselné teleso T (jeho proky nazgvdme &isla),

(2) neprazdnd mnozina V (jeji prvky nazgvdme vektory),
(3) zobrazeni ®:VxV—V (tzv. s€itani vektori),
(4) zobrazeni ©:TxV—=V (t2v. ndsobeni vektoru &islem).

Rekneme, ze V je vektorovy prostor nad télesem T s operacemi @ a ©, pravé kdyz
plati: (tzv. aziomy vektorového prostoru)

1)@8eVbeV=>3aab=bda,

2)AeVbeV,eV = ad (bad) = (@ab)ad,

3) existuje vektor 6 €V tak, ze pro libovolny vektor a €V plati a @ 6 = a. Vektor G s touto
vlastnosti nazyvame nulovy vektor.



4) Pro libovolny vektor & €V existuje vektor b eV takovy, 7e a @ b = &. Tento vektor
nazyvame vektor opac¢ny k vektoru a a znac¢ime ho b = -a&. 5 a €T, p €T, a €V
= a0 (fed)=(af) o4,

6) pro libovolny vektor & €V plati 1 ® a = a.
Va€eT,eT,acV = (a+p)0d=(a0a)d(
8) a€T,a€V,beV = a0 (@®b)=(a0a) ®(a

Poznamky:
1) Znovu zduraznime, ze vektorovy prostor je fadné definovan, jsou-li dény ctyii véci:

e mnozina vektoru V,
e Ciselné téleso T,

e operace @, ©.

Neékdy vektorovy prostor V nad télesem T s operacemi , ® zna¢ime podrobnéji (V, T, @, ®).
Pojmem redlny vektorovy prostor nékdy nazyvame vektorovy prostor nad télesem R a
podobné komplexni vektorovy prostor nazveme prostor

nad C.

2) Axiom 1) je komutativni zdkon, axiom 2) je asociativni zdkon a axiomy 7) a 8) jsou zdkony
distributivni. 3) V definici jsme peclivé rozlisovali oznaceni @ a +, resp. ® a -, tj. oznaceni
pro vektorové a ¢iselné operace. Protoze ze souvislosti bude vzdy jasné, o jaky typ operace
se jednd, budeme krouzky vynechavat, takze napiiklad i opa¢ny vektor k vektoru a znacime
—a. Znak ® budeme vynechdvat a budeme psit napi. aa.

4) Zduraznime, ze z definice zobrazeni @ a ® plyne uzavienost prostoru V vuéi s¢itani vektoru
a nasobeni vektoru &islem.

5) Vektory zna¢ime obvykle sipkou, napi. a. Pokud ovSsem bude ze souvislosti zcela ziejmé,
co je pismenem a oznaceno, muzeme Sipku vynechat.

Véta 1: Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Potom plati

1) ve V existuje pravé jeden nulovy vektor o,

2) ke kazdému vektoru z V existuje pravé jeden opacny vektor,

3) pro kazdé dva vektory a, bev existuje prave jedno feseni rovnice a = b+XatoX = —b+a,
4) pro kazdé ¢islo o €T je a6 = 0 a pro kazdy vektor & €V je 0a = o,
5) kdyz a €T, & €V a aa=a, pak bud a = 0, nebo a = &,

6) je-li « €T a d €V pak (-a)ad = —(ad) = a(—a).

Dukaz:

1)(sporem) Z definice vime, ze jeden nulovy vektor existuje. Pfedpokladejme, ze ve V existuji
dva nulové vektory 61 a 09, vzdjemné ruzné.

7Z tohoto predpokladu odvodime spor.

Protoze G2 je nulovy vektor a 07 je jiny vektor téhoz prostoru, plyne
z tfetiho axiomu definice rovnost 61 +02=01.

Udélame analogickou tivahu pro G1:

Protoze 01 je nulovy vektor a 09 je jiny vektor téhoZ prostoru, plyne
z tretiho axiomu definice rovnost G2+01=05.

Vysly ndm tedy dvé rovnosti:

01= 01+0> (Z prvni tvahy),



0= 0+0; (Z druhé tivahy).
Nyni uz si sta¢i uvédomit, ze z prvniho axiomu definice plyne, Ze 6= O3, c0Z je spor.

2)(sporem) Pfedpokladejme, ze v prostoru V existuje vektor a, ke kterému existuji dva ruzné
opacné vektory by a bo. Plati tedy dvé rovnosti
at+b;=0aa+by=o0.

7 axiomu vektorového prostoru a téchto dvou rovnosti je zfejmé, ze plati nasledujici fada
vztahu: (sledujte zleva doprava)

by =by +8=Db; + (&+by) = (by +4&) + by =6 + by = by.
Je tedy Bg = Bg , coZ je spor s predpokladem.

3)(sporem) O tom, ze vektor X = —b + & rovnici Fesf se snadno presvédéime dosazenim a
pouzitim prvnich ¢tyf axiomu. Piedpokladejme, Ze existuje vektor ¥ # X, ktery také spliuje
vztah & = b + ¥. Sledujme opét nasledujici posloupnost vztahu:

X=-b+d=-b+(b+¥)=(-b+b)+y=05+y=y.
Coz je hledany spor.

4) Podle jiz dokézaného tietiho tvrzeni nasi véty mé rovnice
aa+X = aa

jediné feSeni X = 0. Dosazenim se na ndsledujicich fadcich presvédéime, ze rovnici vyhovuji i
feseni X = a0 a X = 0a.

ad+0ad=(a+0)d=a
ad+ad=a(@+0)=ad

Protoze vime, ze rovnice ma feSeni jediné, musi se vSechny tii vektory rovnat, tj.
0 = a0 = 0a.

5)(sporem) Pfedpokladejme, ze o #0 a & # O a presto plati rovnost aa=a.

Spor plyne z nésledujici fady rovnosti
5:1-5:(é~o¢)é’zé-(aé’):é-6:6.

6) Vektory (-av)a, —ad a a(—a) vyhovuji véechny tii rovnici ad+ X = 0. Protoze tato rovnice
ma pravé jedno feSeni, musi si tyto vektory byt rovny.



Priklady vektorovych prostori
V nésledujicich pfikladech je pismenem T oznaceno ¢iselné téleso.

A) Necht n €N. Vektorovy prostor T" nad télesem T je prostor, kde vektory jsou usporadané
n-tice ¢isel z télesa T zapsané v podobé sloupce, tj. napi.

ai
a= ,
Qn
kde a; €T pro ¢ € fi. Cisla aq, aq, ..., a, nazyvame slozky vektoru a.

Operace v prostoru T". S¢itani vektor a nésobeni vektori ¢islem se zavadi po slozkéach,
coz znamend podle nésledujicich pravidel.

ay by
a9 — b2
Kdyz a = . €T™, b= ) €T aa €T,
(47%% bn
a1 + by aaq
- ag + by aaz
definujeme a + b = ) a aa =
an + by, aan,

Timto je vektorovy prostor T" definovan. Je to ziejmé vektorovy prostor nad télesem T, kde

0
nulovy vektor je vektor 0 = | . a vektor opac¢ny napf.
0
—ay
k vySe uvedenému vektoru a je vektor —a =
—ap

Poznamky:

1) Rozlisujme peclivé mnozinu T" a vektorovy prostor T", tj. mnozinu se dvéma opera-
cemi.

2) Snadno si rozmyslime, ze pokud to budeme potiebovat, 1ze pti obvyklych operacich ztotoznit
vektorovy prostor T! a téleso T.

3) Mnozina T" tvoii s vyse zavedenymi operacemi vektorovy prostor

i nad télesem R. Je to v8ak jiny vektorovy prostor nez T™.

B) Necht m,n €N.
Prostor T™"™ nad télesem T je vektorovy prostor, kde vektory jsou tzv. matice o m Fadcich
a n sloupcich.

Matice A€T™" je soubor m - n ¢isel z T zapsany ve tvaru



all ai12 e A1n
a1 aso e a2n,

aml am2 ... Omn

Cisla ai;j, kde i € m, j € 1 nazveme prvky matice A.
alj

a2j
Soubor ( ail @G ... Qi ) se nazyva i-ty fadek matice A a soubor . se nazyva

amj
j-ty sloupec matice A.

Operace v prostoru:
Soucet matic z T™"™ a nasobek matice ¢islem z T se zavadi po prvcich, to jest nasledujicim
zpusobem. Kdyz

ail ai19 . A1n b11 b12 . bln
asy a9 oo Q9n b21 b22 N bgn

A= . , . eT™" B = . . . SN
am1 Am2 ... amn bml bm2 B bmn

a a € T, definujeme

a1 +buin aix+bi2 ... aiy +biy
as1 + boy agg +bog ... agn +boy
Am1 +bm1 am2 +bm2 ... Gmn + bin
aanl aal12 . alin
aal aag N aaon
aA =
Ayl AAm2 ... OQAmnp

Roli nulového vektoru hraje nulova matice o m fadcich a n sloupcich

00 ... 0
00 ... 0
o=| . . :
00 ... 0
—ai1 —al2 e —Qa1n
. . —a1 —a2 ... —a2p
a opa¢ny vektor k matici A je -A = .
—aml1 —Gm2 ... —0amn

Poznamky:
1) Snadno si rozmyslime, Ze prostory T™ a T™! lze ztotoznit.

vvvvvv



doucnu vénujeme velice podrobné. Pokud ovSem hraje roli jen prvku mnoziny T™", vystacime
pouze s predchéazejici definici.

C) Pismenem P oznacéime vektorovy prostor vsech polynomu. Je to vektorovy prostor nad
télesem C s nésledujicimi operacemi.
Operace: Operace séitani je totoznd s béznym séitdnim polynomt
a podobné i operace nésobeni polynomu ¢islem. Piesnéji to znamena:
Jsou-li p a ¢ polynomy v proménné ¢t €C a o €C, pak polynom p + ¢
a polynom ap jsou definovany tak, ze
(p+a)(t) =p@) +4qt),  (ap)(t) = ap(t)

pro kazdé t €C.
Je ziejmé, ze pii takto definovanych operacich hraje roli nulového vektoru polynom nulovy a
opacny vektor k polynomu —p je polynom definovany vztahem

(—p)(t) = —p(t) pro kazdé t €C.

D) Necht n €N.
Vektorovy prostor P, nad télesem C je prostor tvoreny vSemi polynomy stupné nejvyse n a
polynomem nulovym, pficemz operace se zavadéji stejné jako v prostoru P.

Poznamka: Je ziejmé, ze polynomy stupné nejvySe n bez nulového polynomu vektorovy
prostor netvofi.

E) Snadno si rozmyslime, ze vektorovy prostor nad télesem R tvoii rovnéz mnozina fyzikélnich
vektort, tj. orientovanych tsecek (sipek) bud

v roviné, nebo trojrozmérném prostoru. Jsou to tsecky, u kterych je urceno, ktery hraniéni bod
je pocatecni a ktery koncovy a jsou dany pouze svou velikosti a smérem, a nikoli umisténim v
prostoru, tj. dvé usecky, které maji stejnou velikost, jsou rovnobézné a maji stejnou orientaci,
reprezentuji tentyz prvek vektorového prostoru.

Vektory se scéitaji tak, ze do koncového bodu usecky, kteréd reprezentuje vektor a se umisti
pocatecni bod tsecky reprezentujici vektor b. Usecka, kterd mé za pocatecm bod pocatek
usecky a a za koneény bod konec tsecky b reprezentuje vektor ¢ = a + b (viz obréazek).

b

Qo

c

Vektor aa je déan tseckou rovnobéZznou s useckou reprezentujici vektor a a jeho délka se do-
stane tak, ze puvodni délka se ndsobi absolutni hodnotou «. Pokud je « zdporné &islo, zméni
se orientace vektoru.

Platnost axiomu vektorového prostoru snadno provéiime za pomoci znamych poucek z ele-
mentarni geometrie.

Jako priklad je na obrazku 1. dukaz komutativniho zékona ( vektor € je totiz ziejmé roven
souctu & + b i souétu b + ).

(on]

Qo

Qy

opt}
o

Obr. 1



Podobné z obrazku 2. je ziejmé platnost asociativniho zdkona ( oznagcili jsme U = & + b a
V=Db+Caziejméjea+ Vv =u+C)

T
(eI}

oy
=)
<1

Obr. 2

Poznamky:

1) Rozmyslime si otdzku, kolik vektoru ma vektorovy prostor. Jisté obsahuje alespon jeden
vektor, a to nulovy. Muze ovSem mnozina obsahujici pouze nulovy vektor tvofit vektorovy
prostor nad néjakym télesem ?

Jisté ano, definujeme-li operace vztahy

=1}
I
=}

0+ 0 =0, o
Tento prostor nazveme nulovy.

MuZe mit nenulovy vektorovy prostor koneény pocet prvku ?

Jisté ne, nebot obsahuje néjaky vektor Vv # 6 a s nim i vSechny vektory tvaru j - v, kde j €
Z, nebot celd ¢isla jsou obsaZena v kazdém télese. Pritom j -V # 4 -V pro j # i.

2) Snadno si rozmyslime, ze plati tvrzeni:

Kdyz V je vektorovy prostor nad télesem T s operacemi @ a ® a téleso T je podmnozinou
télesa T, je V pii stejnych operacich vektorovym prostorem i nad T;. Specialnim ptipadem
je vektorovy prostor C™ nad télesem R.



Zakladni informace o reSeni soustav linearnich algebraickych
rovnic.

Soustavou linedrnich algebraickych rovnic nazveme kazdou soustavu tvaru
1121 + a1222 + . .. 1Ty = b1
a21T1 + G22%2 + ... A2 Tm = b2
Ap1T1 + anoTo + ... CpmTm = by.

Jednd se o soustavu n rovnic o m neznamych. Cisla a;; a b;, kde i € 1o
a j € m, jsou komplexni ¢isla .

Pojmy:
ail a1 ... Qim
. as1 agy ... a9
Matice A= m
anpl1 Ap2 ... Apm

se nazyva matice soustavy,

ajl] a1 ... AQim bl
. - a1 492 ... Gom b y —re .
matice (A,b)= 21 22 2m 72 se nazyvé roz§irend matice soustavy,
anl Ap2 .. Gpm by
b1
. ba
vektor b= | . € C" se nazyva sloupec pravych stran
y
bn,
T
K o T2 C .. | b .
a vektor X = | | € C™ | pro ktery je soustava splnéna, se nazyva reSeni soustavy.
Tm,

Soustava, pro kterou je b = @, se nazyva soustava bez pravé strany nebo také homogenni
soustava.

Dulezité je si predem uvédomit, ze existuji soustavy, které nemaji zadné feseni, napf. soustava

3$1 + 51’2 =6
3x1 + 522 =1,

a naopak existuji soustavy, které maji feSeni vice, napf. soustava

3r1+ 5z =1
6x1 + 1029 =2’

kterd mé& feSeni (_g> , (_%) ’ (_Z) a mnoho dal§ich feSeni.



0

0
Je zfejmé, ze homogenni soustava ma vzdy alespon jedno feSeni, a to feSeni 6 = | . |. Toto

feSeni se nazyva trivialni reSeni.

V této kapitole se budeme zabyvat dvéma otdzkami:

Jak zjistit, zda je dana soustava reSitelna ?

a

Jak najit alespon jedno reSeni 7

Budeme postupovat tak, ze soustavu ekvivalentnimi ipravami prevedeme do tak jednoduchého
tvaru, ze z ného bude odpovéd na oba problémy zfejma.

Zbyva odpovédét, co jsou to ekvivalentni tpravy a do jakého jednoduchého tvaru lze
kazdou soustavu prevést.

Ekvivalentni tpravy jsou takové upravy, které neméni mnozinu feSeni soustavy.
Jsou to tyto 3 upravy:

(1) zdémeéna dvou rovnic,

(2) nédsobeni rovnice ¢&islem a # 0,

(3) pficteni jedné rovnice k druhé.

S jakym cilem budeme takové tpravy provadét 7
Chceme soustavu prevést do tvaru, kde rozsitend matice soustavy bude
v hornim stupnovitém tvaru.

Definice:
Matice A o n fadcich a m + 1 sloupcich s prvky a;;,
1E€N,jJE m+ 1 je v hornim stupnovitém tvaru, pravé kdyz existuje piirozené ¢islo [ € n
a indexy ki, ko, ..., k; tak, ze
1<k <ky<...<k <m+1 aplati
2) aijZOpI‘O j<ki
3) a;=0pro i>ljem+l

pro i=1,2,...,1

Rozsitend matice soustavy bude tedy mit tyto vlastnosti:

V prvnim fadku bude prvni nenulovy prvek na ki-tém misteé,
v druhém fadku bude prvni nenulovy prvek na ko-tém misté,
atd.

az v [-tém radku bude prvni nenulovy prvek na k;-tém misté.
Od ! 4 1-niho Fadku pocinaje budou fadky nulové.

Odpovidajici soustava bude mit tedy tvar

Ay Ty + oo+ QU Thy + ..o+ ATk + -+ AT = Almt1
A2ko Ty + -+ .+ a2k, Tk, + ...+ amTm = aAom41
Al Ty + oo+ AmTm = Qi+ 1-

9



Sloupce rozsitené matice s indexy ki, ks, ..., k; nazyvame hlavni sloupce matice, ostatni
sloupce nazyvame vedlejsi sloupce matice.

Z posledni soustavy snadno vyéteme odpovéd na fesené problémy:

(A) Soustava je Fesitelnd, pravé kdyz sloupec pravych stran je vedlejsi.

(Je ziejmé, ze kdyz je sloupec pravych stran hlavni, tj. k; = m + 1, jsou

u vSech nezndmych v posledni rovnici nuly a na pravé strané rovnice nenulové ¢islo. Rovnice
nemuze tedy byt nikdy splnéna.

To, ze kdyz je sloupec pravych stran vedlejsi, je soustava feSitelna, vyplyne z néasledujiciho
tvrzeni.)

(B) Reseni soustavy nalezneme tak, ze nezndmé odpovidajici vedlejsim sloupctim
zvolime libovolné a zbyvajici neznamé jednoznacéné dopocteme.

(Je jasné vidét, ze pokud jsou ,vedlejsi nezndmé* zvoleny, lze z posledni rovnice jednozna¢né
spocitat nezndmou xy,, po dosazeni do predposledni rovnice spocitat xy, , atd.)

10



7 .pilnosti“ jesté uvedeme tvrzeni:

(C) Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby soustava méla pravé jedno feSeni,
je, ze matice soustavy ma jen hlavni sloupce

a sloupec pravych stran je vedlejsi.

Dusledkem je, ze homogenni soustava ma jen trividlni feSeni, pravé kdyz matice
soustavy ma jen hlavni sloupce.

(Kdyz neexistuji vedlejsi sloupce matice soustavy, nelze zadné nezndmé volit.)

Zbyva ukazat, ze lze kazdou soustavu ekvivalentnimi dpravami prevést na soustavu s rozsifenou
matici v hornim stupnovitém tvaru.

Nejprve si uvédomime, ze upravy muzeme provadét ptimo s fadky rozsifené matice soustavy
misto s rovnicemi.

Upravu na horni stupniovity tvar lze docilit napft. timto algoritmem:

1) Prohleddme 1. sloupec matice a nalezneme nenulovy prvek. Odpovidajici fadek ddme na
prvni pozici, ostatni fadky posuneme. Neni-li v prvnim sloupci nenulovy prvek, prohledame
2. sloupec a pociname si stejné. Prvni sloupec, ve kterém nalezneme nenulovy prvek, je ki-ty.
Od ostatnich fadku odeéteme takovy nasobek nového 1. fadku, aby v ki-tém sloupci vznikly
od 2. mista nuly.

2) Prohledavédme dalsi sloupce, které jsou na fadé, vzdy od 2. mista po¢inaje. Nenulovy prvek
nalezneme v ko-tém sloupci, fadek pfemistime na druhou pozici, ostatni fddky posuneme.
Od tfetiho a dalsich fadku odecteme takové nasobky 2. fadku, aby vke-tém sloupci byly od
3. mista nuly.

3) Takto postupujeme tak dlouho, dokud v prohleddvanych sloupcich nalézame na potfebnych
mistech nenulové prvky.

11



Linearni zavislost a nezavislost.

Definice: Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a ()_c'(l),)_c'@),...,i(”)) je soubor

(uspofddand n-tice) vektorti z V. Rikdme, ze vektor X je linedrni kombinaci souboru (1), %) .|

pravé kdyz existuje n-tice ¢isel (o, ag,...,ay) z télesa T tak, ze

= 3 R0,
i=1

Cisla oy, i € 71, nazyvéame koeficienty linedrni kombinace.
Jestlize a;; = 0 pro vSechna i € n, nazyvame takovou kombinaci trivialni. V opa¢ném piipadé
(tj. kdyz existuje index ig € n tak, ze oy, # 0) jde o netrividlni linedrni kombinaci.

Poznamky:
1) Ujasnéte si Fadné rozdil mezi pojmy soubor vektori (X1, %) ... %(™) a mnozina vektort

(&, g},

2) Néekdy uzijeme slovniho spojeni ,, vektor X je linedrni kombinaci vektoru D g@ . xm)

misto ,, vektor X je linedrni kombinaci souboru (X (1), %(2) .,x(")) “. Obé vyjadreni maji
stejny vyznam.

“

3) Vysledkem trividlni linedrni kombinace muze byt jen nulovy vektor.

Definice: Necht (1), %) ... %) je soubor vektori z vektorového prostoru V nad télesem
T. Mnozinu v8ech linearnich kombinaci tohoto souboru nazveme linearnim obalem souboru
&D,z®, . )
a znacime ji [x(1), %) %],
Véta 2: Necht (i(l), X2 . ,5(’(”)) je soubor vektoru z vektorového pros-
toru V nad télesem T. Potom plati:
1) e xM,x® . g0,
2) X(nt1) = [i(l)’g(m ) ﬂ(n)h —

[§(1)7§(2) o, X)) 5(’( Jrl)]A - [)‘(’(1)75(‘(2)7_”7}2(”)]/\_

3) Necht (kl,krg, ..., ky) je permutace mnoziny n, potom:
[;‘(‘(1)75(‘( X)), = [ (k1) g(k2) (kn)])\.

4) Necht ¥ € [:zﬂ),i(?), . ,i@)h, y e [xD, %@ M)\ a eT.
Potom

2+ye RN %D, 0], af € gD, 2O, 0],
Dikaz:

1) Vyplyvé z rovnosti 6 = 0- x +0-%@ + . 4+0.x(M),

2) Rovnost dvou mnozin se v matematice obvykle dokazuje tak, ze se dokazi dveé inkluze.
Budeme postupovat také tak.
a) Kazdy vektor ® € [x(1), %2 ... g,
lze psat ve tvaru
% = XY + 5% 4+ .+ @, %™ 4 x( D),

7 toho plyne inkluze
R %) g gH], 5 g0 ) g0,
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b) Nechf % € [x(1), %3 ... g0 g+1)],

Je tedy tvaru
R =XV + aux@ 4+ 4 @, %0 4 XD,

7 ptedpokladu véty plyne, Ze XD m4 tvar
) = g 4 3ox@) 4 3,x(),

7 téchto dvou rovnosti plyne
X = (a1 + on4181)XW + (a2 + ang12) X3 + .+ (i + a1 B) XM,

Plati tedy i opa¢nd ikluze
(D %@, g0 gnt], (RO, %), 7).

3) Tvrzeni je piimym dusledkem komutativniho zdkona, protoze plati-li pro néjaky vektor
n . n

% vztah ¥ = > ;X plati také vztah X = > oy, X% af jiz je (ki,ko,. .., k,) kterdkoliv
i=1 =1

permutace mnoziny .

n .
4) 7 piedpokladii plyne, ze vektory X a y z [KD), %) . %], Ize psét ve tvaru X = > ;X

N ' =1
resp. y = ‘21 3R,
1=

n . n .

Plati tedy X +§ = > (o + B)X9D, resp. aX = . aq;X®. Z toho vyplyva X +§ €
i=1 =1

R0 %O, 2], a také oF € [FV, 2@, 0],

Poznamka: Vsimnéme si, Ze linedrni obal [5('(1),)_('(2), o ,i(")] A souboru vektoru z prostoru

V nad T je pfi zachovani operaci také vektorovym prostorem nad télesem T.

Definice: Necht ()_('(1) X@ ,i(")) je soubor vektoru z vektorového prostoru V nad télesem
T. Rikdme, Ze tento soubor je linedrné nezavisly (LN), pravé kdyz pouze trividln{ linedrn{
kombinace tohoto souboru je rovna 6. V opaéném piipadé nazveme tento soubor linedrné
zavisly (LZ).

Poznamky:
1) Ekvivalentni definice:
Soubor (¥, %) %) je LZ <= existuje n-tice ¢isel a1, as,...,a, z télesa T, kterd
n .
nejsou viechna rovna nule, tak, ze plati 3 a;X() = & (tj. existuje netrividln{ linedrni kombi-
i=1
nace rovnda nule).
2) Dalsi ekvivalentni definice:
Soubor (X1, %2 .. %) je LN <=
pro kazdou n-tici ¢isel aq, as, ..., a, z télesa T, plati implikace
n .
Y =6 = a1 =as=...=a, =0.

=1

Véta 3: Nechf V je vektorovy prostor nad télesem T a X1, %2 ... (™ jsou vektory z V,
pak

(1) soubor (X)) je LN <= %(1) #£ &,

(2) necht (%M, %@ .. X() je soubor vektorti z V, [ € f a prirozend &sla k; pro i € [
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spliuji vztahy 1 < k; < ky < ... < k, < n. Potom, je-li soubor (¥, % . () LN, je
také soubor (i(kl),i(k2), ... ,i(kl)) LN.

(3) necht (x1), %), ... %) je soubor vektorti z V a n > 2. Potom (¥, %), ... %) je
LZ, pravé kdyz existuje index ig € n, ze

%00 ¢ (%) g2 glo=1) glo+h) )],

Dukaz:

(1) Pokud ¥ = &, je soubor LZ, nebof pro jakékoliv nenulové ¢islo a je aX() = &, tj.
existuje netrivialni linedrni kombinace souboru rovné o.

Pokud X(1) # G je soubor LN, nebot z rovnosti ax") = & podle véty 1 nutné plyne a = 0, a
tedy jen trivialni linedrni kombinace souboru dava nulovy vektor.

(2) (sporem) Necht (x(1), %) . %() je LN a (%) xk2) (k) je LZ. Existuji tedy ¢isla
51, B2, ..., B, ne viechna rovnd 0,

l
tak, ze 3. B;X*i) = G. Definujme éfsla aq, ag, . .., an tak, ze
i=1
. n .
oy, = B; pro i € [ a jinak o; = 0. Jde tedy o nenulovou n-tici ¢isel a presto ) ;X =3 . To
i=1
je hledany spor.
(3) Tvrzeni je ekvivalence, je tedy tieba dokdzat dvé implikace:
(a) Necht soubor (X1, %) ... %) je LZ. Existuje tedy n-tice ¢isel o, ag, - - - , o, takova,
7e Y a;X(") = § a piitom existuje index ig € 7, ze oy, # 0. Plat{ tedy x(0) = —O}, ;X0
= ig T
i i;éilo
. n ,
(b) Nechtf existuje index ig € 7, ze X(0) = > q;x(). Tento vztah lze piepsat do tvaru
’il;ilo
. n .
—x(0) 1 3 ;%) = G. Nagli jsme tedy netrividlni linedrni kombinaci rovnou nulovému
iiilo
vektoru. Soubor je LZ.
Ddsledky véty 3:
1) Z tvrzeni (2) a (1) plyne:
Je-li néktery z vektoru souboru (i(l), @ . , %) nulovy, je soubor LZ.
2) Z tvrzeni (3) a druhého tvrzeni véty 2 plyne:
Je-li soubor (%M, %), ,)_c’(”)) LZ a n > 2, existuje index iy € n takovy, ze
RO, %®, g0, = gD glo-D) glotD) | gm),

(strucénéji a lidovéji: V LZ souboru uréité existuje vektor, ktery lze vyhodit, aniz se méni
linedrni obal souboru.)

Véta 4:
Necht (5('(1), %2 . ,5('(”)) je LZ soubor vektorii. Potom bud’
(1) %0 =6,

nebo
(2) n > 2 a existuje index ip € {2,3,...,n} tak, ze
gl0) ¢ g @) glio=1)],

14



Dukaz:

Vime (podle prvniho dusledku véty 3), ze, kdyz X1 = G, je soubor (i(l), X2 ,5(’(”)) LZ.
Staci tedy dokazat, ze pii (1) # & plati (2).

Jisté n > 2, protoze jednoclenny soubor je podle véty 3 LZ, pravée kdyz (V) = 6.

Nebot soubor je LZ, existuje netrividlni linedrni kombinace tak, Ze

a1 + aex® 4+ . 4 0, X" = 3.

Cisla oo, ..., a, nemohou byt viechna rovna 0, protoze pak by muselo i a; byt rovno 0 a
kombinace by byla trividlni.

Necht tedy i je nejvyssi takovy index, ze o, # 0.

n . 10 . . 1n—1 .
Pak platf > @;x? = 3 ;%) =6 a tedy x(0) = — L ¥ a;x00).
i=1 i=1 0 i=1

Poznambka:
Rédné si promysleme, v ¢em je tvrzeni véty 4 silnéjsi nez podobné tvrzeni druhého dusledku
véty 3.

Definice:

Necht ve vektorovém prostoru V nad télesem T existuje soubor vektort (5('(1),5('(2), e ,5{’(”))
tak, ze V=[x %) %], Pak fikdme, Ze prostor V je generovan koneénym poctem
vektort, soubor (X1, (). (") se nazjva generujici soubor a vektory (1, %2 . (™)

se nazyvaji generatory V.

Poznamka:
Jiz difve jsme poznamenali, ze lindrni obal &), %) . X("], tvoif pii zachovéni operaci
vektorovy prostor. Nyni vidime, ze vektory 1), *(2)_ . (" jsou generatory tohoto prostoru.

Definice:
Existuje-li ve vektorovém prostoru V soubor (¥, %) . %) tak, ze
(1) je LN
a
(2) generuje V,
fikdme, ze prostor V mé konecnou bézi a soubor (i(l), X2 . ,5{’(")) nazyvame baze V.

Poznamka:
Nulovy vektorovy prostor nem4 bdzi, nebotf v ném neexistuje LN soubor.

Definice:
Necht V je nenulovy vektorovy prostor nad télesem T. Necht existuje ¢islo n €N takové, ze
1) ve V existuje n-¢lenny LN soubor vektoru
a
2) kazdy (n + 1)-¢lenny soubor je LZ.
Potom fikdme, ze V méd koneénou dimenzi n a piseme dim(V)=n.
Pokud takové n neexistuje, fikdme, ze V mé nekoneénou dimenzi a piseme dim(V)=oc.
Pro nulovy vektorovy prostor definujeme dim{o}=0.

Véta 5(Steinitzova o vymeéné):

Necht (}2’(1), X2 ,5('(”)) a ()7'(1), vy ... ,y(m>) jsou soubory vektoru

z vektorového prostoru V nad télesem T. Nechf (21, %) ... %) je LN a nechf ¥ ¢
[y(l),y@), . ,y’(m)],\ pro vSechna 7 € . Potom plati:

(1) n <m,
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existujl vzajemne ruzne ndexy ¢1,12,...,%L, € m takove, ze
0 existuii vahiemns riznd indexy i i e takovh. 5
O, 3@y = [XD, %@ 0 (D) e\ {ir, iz, ... in )]

Dikaz:
Oznaéme L= [y, §0]\ a l=min{m,n}.
Nejdiive dokazeme nasledujici pomocné tvrzeni.

Lemma:
Pro kazdé k € [ existuji vzéjemné ruzné indexy i1, 42, ...,1; € m takové, ze
L:[i(l),i(2),.. (k) ( |ZEm\{’Ll,ZQ,...,’ik})]>\.

Dikaz lemmatu.

Dukaz provedeme indukci podle k.

(a) pro k=1.

Protoze X(1) €L je podle véty 2 L= [x(1), ) §@  §m)],,
Podle tietiho tvrzeni véty 3 je soubor (*( ),y @ ,y(m)) LZ.
%) £ G, a proto podle véty 4 existuje index i; € m tak, ze

y(i1) e [g(l)’ vy 3@ 7}7(2'1*1)}»

Z druhého tvrzeni véty 2 plyne L=, (®|i € . \ {i1})]».

(b) predpokladdme platnost tvrzeni pro k, kde 1 < k < [, tj. existuji indexy i1, i2,...,ix € M
takové, ze

L:[i(l)’f{@),“ (k) ( |ZEm\{’Ll,ZQ,...,’ik})]>\,

a dokazeme platnost pro k + 1.

Protoze Xt1) €L je podle véty 2
L=[xM, %@ . g0 g6+D) (50| e i\ {i1, i, ... 5 })]r
Soubor (X1, %2 . gk gk+1) (§@)|j €\ {21,12, cey ik )

je podle tfetiho tvrzeni véty 3 LZ.

Podle véty 4 je tam tedy néktery vektor linedrni kombinaci predchézejicich vektoru. Nemuze
to byt ovSem zadny z vektori oznacenych pismenem x, nebot soubor (i(l),i(z), . ,5(’(")) je
LN.

Existuje tedy dalsf index igy1 tak, ze vektor y(#+1) 1ze z posledniho souboru generstort L vy-
hodit, aniz se zméni linedrn{ obal. To znamens, ze plati L=[x(1), %2 . gk gk+1) (§@)|; ¢
m \ {’il, 12, .« oy 0k, ik+1})])\.

Tim je lemma dokazano.

Budeme pokracovat v dikazu Steinitzovy véty. Dukaz prvniho tvrzeni provedeme sporem.
Necht m < n. PouZijeme-li dokédzaného lemmatu pii k = [ = m, dostaneme vztah
L=[xM, %@ . %) (50 €\ {i1,i2,...,im})]x.

Protoze mnozina {i1, 12, ..., 4y} vznikla pouze prepermutovanim prvki mnoziny m je rozdil
m \ {i1,%2,...,%4m} prazdnd mnozina, a tedy L:[i(l),i@), e ,fc’(m)b\ a tedy podle véty 3
(") &1, coz je spor.

Druhé tvrzeni Steinitzovy véty je totozné s tvrzenim lemmatu pro volbu k = n.

Poznamka:

Vsimnéme si peclivé smyslu Steinitzovy véty: Prvni tvrzeni iikd, ze ve vektorovém prostoru
nemuze pocet linedrné nezavislych vektortu prevysit pocet generatoru tohoto prostoru.
Druhé tvrzeni ika, ze mam-li n-tici LN vektort z vektorového prostoru, lze v jeho generujicim
souboru nalézt n-tici generdtoru, kterou lze jimi nahradit (proto véta o vyméné). Bohuzel
véta nefikd, které generatory lze vyhodit a nahradit je.
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Pokud v dalsim nefekneme jinak, je V vektorovy prostor nad télesem T.

Véta 6:

Necht dim V=n, kde n €N. Pak ve V existuje n-clennd béze.
Dukaz:

7 definice dimenze plyne, ze ve V existuje n-clenny LN soubor
F0, 20, x).

Dokézeme, ze je to baze V.

K tomu stac¢i dokdzat rovnost V:[Sc'(l), X2 . ,i(”)])\.

Inkluze VO [, %3 . ("] je ziejma.

Dokazeme inkluzi opaénou.
Necht % €V. Podle 3. tvrzeni véty 3 je soubor (X1, %), ... % g)
LZ, a tudiz existuje nenulova (n+ 1)-tice ¢isel aq, ag, . .., a,, a tak, ze a1 XV e 4+
anX™ + axX = 6.
Zcela jisté je o # 0, nebotf soubor (XM, %3 .. () je LN,
P%ﬁwmi:—i%ﬂ%amwie&ijWWﬂmX

i=

Véta T7:

Necht n €N a existuje n-clennd baze V. Potom dim V= n.

Dikaz:

Necht (31,52, ... ™) je bdze V, tj. V= [, §3) . §M], asoubor (1,53, ... §M)
je LN. Z definice dimenze plyne dim V> n.

Nerovnost n >dim V plyne z nasledujici tvahy:

Kdyby ve V existoval (n + 1)-clenny LN soubor (X1, %), ... g(n+1)),

dostali bychom se do sporu se Steinitzovou vétou, nebot pro kazdé i € n+1 je 70 ¢
¥, 5@ . §™]y. Je tedy dim V= n.

Poznamka:

7 predchazejicich vét a jejich dikazu je zfejmé nasledujici tvrzeni:
V prostoru V dimenze n plati:

(a) kazda béze je n-clennd,

(b) kazdy n-¢lenny LN soubor je béaze,

(c) kazdy n-¢lenny generujici soubor je béze.

Véta 8:

Nechf n €N, V# {8} a V= [y, @ . . §]\. Ozna¢me dim V=Fk. Pak k < n a existuji
indexy i1,1a,...,i, € 1 takové, ze (§0),§02) . §k)) je baze V

(tj. z kazdého souboru generatoru lze vybrat bazi).

Duikaz: Z véty 5 plyne k < n. Je-li n = k, je soubor (1,53, ..., §*)) generujici a tudiz je
to baze.

Pokud n > k, vybereme nyni z generatoru bazi.

Soubor (y1), 5, ..., ™) je nutné LZ, a tedy podle disledku véty 3 existuje vektor 3,
ktery je mozné ze souboru vyhodit, aniz se zmén{ linedrni obal. Zustane tedy (n — 1)-¢lenny
soubor generdtoru.

Pokud je n — 1 > k, vyhodime na zdkladé obdobné tivahy ze zbyvajiciho (n — 1)-¢lenného
souboru dalsi vektor, aniz zménime linedrni obal.

Je ziejmé, ze po koneéném poctu takovych krokua dojdeme ke k-¢lennému generujicimu sou-
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boru, tj. k bazi.

Véta 9:

Necht (¥, %2, ... (k) je LN soubor vektorti z V a dim V=n €N, k < n. Potom existuji
vektory XE+D) L X ze ()‘('(1),5('(2), .. ,)?(")) je baze V (tj. LN soubor lze doplnit na bazi).
Dikaz:

Necht (1,53 ... §™) je néjaks baze V, tj. V= [V, @ . §™],. Podle Steinitzovy
véty je k < n a existuji indexy i1, 12, ...,i € n takové, ze

V=71, 33 . §™], = x¥D 2@ %0 (D) € 4\ {i1,d0,...,ir})]r. Soubor (X1, %)

i\ {i1,42,...,ix})) je LN, nebot kdyby byl LZ, slo by podle dusledku véty 3 jeden vektor
ze souboru vyhodit a nezménit linedrni obal. Dostali bychom tedy (n — 1)-¢lenny soubor
generujici V, coz by bylo ve sporu s prvnim tvrzenim Steinitzovy véty.

Priiklad:
Uvedeme dulezity ptiklad baze v prostoru T". Je to baze, pro kterou se vzil nazev standardni
baze. Tvoii ji vektory

1 0 0
gv—| s | ] Lamo |
0 0 1
Znacime ji € = (61,83, ... &™),
I
Snadno si rozmyslime, ze soubor (611, &3 ... &) je LN a ze pro kazdy vektor X = ng eTm
Tn

plati ® = 218 + 296@ + ... + 2,8,
Zaroven je z toho ziejmé, ze dimenze T" je rovna n.

Oznaceni:

1 pro 1=
0 pro i#j
Symbol 4;; nazyvdme Kroneckerovo delta.

Necht i, j €Ny. Zavedeme symbol d;; =
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Véta a definice 10:

Necht soubor X= ()_c'(l) X2 ,i(”)) je béze vektorového prostoru V,, nad télesem T. Potom
o1
ke kazdému X €V,, existuje pravé jedna usporadand n-tice . eT" tak, ze X = 5. ;X
: i=1
Qp

Cislo «; se nazyvé i-t4 souradnice vektoru X vzhledem k bdzi X, pro i € n. Pouzivdme
aq

.o ) ST n . o(i)# A ,

oznaceni (X)y = . |- Ziejmé (X)x €T". Zobrazeni X\¥" :V,, =T, kde ¢ € n, pro které
On

g7 (X) = a; pro libovolny vektor X €V,,, nazyvame i-ty soufadnicovy funkciondl v bazi
X.
Nechf X,y €V, a a €T. Pak plat{

(1) }—('(z) (X + y) = x( )#( ) + % )#(y), (zobrazenf je aditivni)
( ) i i) (OéX) = aX Z)#( ), (zobrazeni je homogenni)
(3) %) (i(J)—5l]prOZ]€n

Dusledek:
Plat{ (X +¥)x = (X)x + (¥)x a (aX)x = a(X)x.

Diikaz véty 10:
a1

%)
Existence n-tice ) €T" plyne z toho, ze soubor X je generujici.

Qp
Jednoznacnost se dokaze sporem.

n .
Necht X = 3. ;X0 a zdroven X = Z B; % piicemz a; # B; alespoi pro jedno i € fi. Z toho

plyne 6 = )y (o — Bz)x , COZ je spor s linearni nezavislosti X.

n . .
Necht X = 3. ;%) a § = 3 g%,

resp. i’(i)#( X) = q; a x() (¥) = B pro kazdé i € n.

Odtud plyne X +y = Z (o + B;)X®
i=1

. X0 (% +§) = ai + B = X7 ®) + 207 (3).

Analogicky ax = E (o) XD tj. X0 ke (aX) = aq; = ax(z)#(fc').
=1

Poznamka:
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Rédné si rozmyslete rozdil mezi objektem oznacenym %) a 2" Zatimeco %) je vektor z
V, je z(0* zobrazeni, které kazdému vektoru z V prifadi ¢islo.
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Podprostory vektorového prostoru.

Definice:

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T.

(1) Jsou-li A a B neprazdne podmnoziny V nazveme jejich souétem mnozinu

A+B={x €V]| (Ela € A)(Hb eEB)(Xx=a+ b)}

tj. A+B={@+b|dc A,b e B}.

(2) Necht A je neprdzdnd podmnozina V a S je neprdzdnd podmnozina T. Pak nasobkem
mnoziny A mnozinou S nazveme mnozinu

S-A={ad | a € S,a€ A}.

(3) Soucet podmnozin A+B se nazyva direktni, pravé kdyz ke kazdému vektoru X € A + B
existuje pravé jeden vektor & € A a pravé jeden vektor b € B tak, ze X =a + b.
Direktni soucet zna¢ime A®B.

Poznamky:

1) Budeme pouzivat nésledujicich zjednodusenych oznacent:
{_1}A = _A7

{8} +A=3a+A,

A+(-B)=A-B,

{a} - A =aA.

2) Pro mnozinové operace plati ziejmé nasledujici vztahy:
(a) A—l—B:B—l-A, (zékon komutativni)

(A+B)+C A+(B—|—C), (Zékon asociativnl’)

(b) A+0=A,

(c) jasné plati 6 €A-A, ale neni obecné pravda, ze A-A= {c}

(kdyz napt. d € A, bGAaa#b,Jetakea—bGA Aaa—b;éo)
(d) 1-A=A,

() S-(A+B) CSA+SB (rovnost nemusi obecné platit),

(

napf. je-li A={ ( (1) )} C R? B={ ( g )} C R? a S={1,2},

(Do (1) (oo (). (1)

atedys-(A+B)—{<g Ao 1P
zatfmcoSA—i—SBz{(g>,<8>,<g>,<g>}7
(f) plati

0#£S1CcSCT,0#AA;  CACV = S;A; CSA,
(g) analogicky
0AA I CACV,0#£#B,CcBCV=A;+B;CA+B.

Definice:

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T, () # P C V. Pak ifkdme, ze P je podprostor
V, pravé kdyz plati:

(1) je-li X, ¥ € P, pak X +y € P (tj. P+PCP),
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(2) jellixePaacT,pak ax € P (tj. T-PCP).
Uzivdme oznaceni PCCV.

Véta 11:

Nechf V je vektorovy prostor nad télesem T, PCCV. Potom plati:

(1) oeP,

(2) {6} CcCV,VcCcCV,

(3) P je vektorovy prostor nad T, pokud operace s¢itani vektoru a ndsobeni vektoru ¢islem
definujeme stejné jako ve V.

(4) Je-li Py ccP=P; CC V.

Dikaz:
(1) P obsahuje aspon jeden vektor X, a proto i vektor 0X = &,
(2) obé mnoziny jsou uzaviené operacim a proto jsou to podprostory,
(3) mnozina P je uzaviend vuci operacim a operace vyhovuji axiomum vektorového prostoru,
nebot se jednd o operace s vektory, které patif do V.

Pi+PCPy

(4) TP, c P, = P;CcCV.

Definice:
Podprostory {6} a V se nazyvaji trividlni podprostory V.
Podprostor PCCV, pro ktery P#£V se nazyva vlastni podprostor prostoru V.

Dausledky:

Necht PCCV. Pak

(1) P+P=P,

(2) TP=P,

(3) pro libovolné o € T, # 0 je oP = P.

Dukaz:
(1) Z definice podprostoru plyne inkluze P+PCP.
Opacnd inkluze plyne z nasledujici mnozinové tuvahy.
P=P+{c}CP+P.
(2) Z definice plyne TPCP.
Naopak P=1-PCTP.
(3) aP C TP = P,
Naopak, je-li X € P = éf{’ eP = a(éi) €aP = P C aP.
Véta 12:
Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Necht PCCV,QCcCV,
{P;|i € J} je neprazdny systém podprostoru, pficemz mnozina J# ). Potom plati:
(1) P+QcCcCV,
(2) P+Q je direktni, pravé kdyz PNQ={a},
(3) nJ Pz CcC V7
ic
(4) dimP<dimV; Je-li P vlastni podprostor a dimV< oo, je dimP<dimV.
Diukaz:
(1) Jasné P+Q je neprazdnd mnozina, nebot P+ () i Q# 0.
Zbyva tedy dokazat inkluze (P + Q)+ (P + Q) C P +Q a T(P+Q)CP+Q.
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Pouzijeme-li dusledkua véty 11, zjistime, ze plati dokonce vic:

(P+Q)+(P+Q) =(P+P)+(Q+Q) —P+Qa

T(P+Q)CTP+TQ= P+Q.

(2) (sporem)

(a) Necht P+Q=P®Q a piitom existuje vektor & # 6 tak, ze & € PN Q.

Plati & € P a zaroven a € Q, a tedy i —a € Q. Vektor 6 je v prostoru P+Q a lze ho dvojim
zpusobem vyjadiit jako soucet vektoru z P a Q,

6=0+0resp. 6 =a+ (—a).

Coz je spor s direktnosti souctu.

(b) Necht PNQ={0} a pfitom P+Q neni direktni. Pak existuje vektor X eP+Q, ktery lze
psat dvojim zpusobem ve tvaru souctu, tj.

i:51+61 resp. )EZéfg—i-Bg , kde a; epP, BZ € Q pro i=1,2 a ap 7&52 nebo 61 7&62
Plati rovnost a3 — ay = 62 - Bl.

Vektor na levé strané rovnitka je z P, vektor napravo je z Q. Jsou tedy oba z PNQ, a proto
jsou oba rovny nule.

Plati proto a; = as a b = Bg, COZ je spor.

(3) Oznacme A = N P;.

Pro vSechna ¢ € J ;)el.;tl’ A C P;, a tedy i nasledujici implikace:
A+ACP;+P,CcP,=A+ACA,

TA Cc TP, c P, = TA C A.

A je tedy podprostor.

(4) Je-li dimV=o00 nebo dimV=0, je nerovnost dimP<dimV zfejma4.

Necht dimV=n, kde n €N.

Je-li P={6} je nerovnost opét ziejma.

Je-li P#{G}, nemuze v P existovat vice nez n LN vektort, nebot ani ve V nemuze existovat
vice nez n LN vektoru. Je proto dimP< n.

Nechf P je navic vlastni podprostor, tj. P#£V.

Je-li P={0} plati ostrd nerovnost jasné.

Necht dimP=Fk # 0 = existuje k LN vektora x), %) ... %®) tak, ze P=[x(D x?) . k)],
a protoze P#V | zcela jisté existuje vektor

KD e V| pro ktery X1 ¢ P,

7 véty 4 vyplyva, ze soubor (X1, %), (k) g(kE+D) je LN,

Tedy dimV> k + 1.

Véta 13:(Prvni véta o dimenzi)

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Nechf PCCV, QCCV,
dimP< oo, dimQ< oc.

Potom plati

dim(P+Q)+dim(PNQ)=dimP+dimQ.

Disledek:
Pokud soucet P+Q je direktni, plati dimP®Q=dimP+dimQ.

Dikaz:
1) Je-li PCCQ nebo QCCP, véta jasné plati, nebot napt. PCCQ implikuje P+Q=Q a
PNQ=P.
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2) Necht nenastdvd pifpad 1).

Oznaé¢me dimP=m a dimQ=n. Dukaz provedeme zvlast pro piipad PNQ#{36} a pro piipad
PNQ={o}.

(a) Necht PNQ#{G6}. Oznacme dimPNQ=s # 0.

Podle tietiho tvrzeni véty 12 vime, ze PNQCCV. Necht soubor (21,22 ... %)) je baze
PNQ.

Podle véty 9 muZzeme tento soubor doplnit na bazi

Xi= ()?(1),32(2), R gD ,i’(m)) podprostoru P a rovnéz

ho muzeme doplnit na bazi Xo= (X1, %2 . g6) gm+h) - g(min=s)) hodprostoru Q.
Nyni staci dokazat, ze soubor

X=X x@ g6 gD gm) gmtl) o g(mtn—s))

je baze P+Q. Z toho totiz plyne dim(P+Q)=m +n — s,
tj. dim(P+Q)=dimP+dimQ-dim(PNQ).

Je pravda, ze soubor X generuje P4+Q ?

Ano, nebot kazdy vektor X z P+Q je souc¢tem néjakého vektoru y z P a néjakého vektoru
Z 7 Q. Je tedy souctem néjaké linedarni kombinace souboru X; a néjaké linedrni kombinace
souboru Xs. Celkové je tedy linedrni kombinaci souboru X.

Je soubor /’\,’ LN ?
m4+n—s
Necht plati Z ;X0 =
7 toho plyne N
21 X =— 3 %0 (%)
=

Vektor na levé strané rovnitka je z podprostoru P, vektor nalevo z Q. Oba vektory jsou tedy
z PNQ. Proto existuje s-tice ¢isel By, Bo, ..., Bs tak, ze napt.

m4+n—s m+n—s

-3 axl)—ZBx <:>25x< + ¥ ax) =3
i=m+1 i=m+1
Protoze soubor Xg Je LN, plyne Z toho 7€ Qg1 = Q42 = « .. = Qmgn—s = 0.

Z téchto rovnosti, rovnosti (x) a linedrni nezavislosti X} plyne
a]=ao=...=aq, =0.
Soubor X je tedy LN.

(b) Nechf PNQ={3}, tj. dim(PmQ)—

Necht X1= (¥, %2 ... %(M) je baze P a Xo= (X(m+D) g(m+2)  g(m+n)) je bize Q.
Soubor X= (X1, %2 . (m), RmAD) gm+2) - g(m+n)) generuje prostor P+Q ze stejnych
duvodu jako v piipadé (a).

DokéZeme ze je LN.
m+n m—+n X
Plati-li Z ;XD + 3 % =g, plati i Z X0 = — 3 X0,
i=m+1 i=m+1
Vektor na leve strané posledni rovnosti je z P vektor napravo je z Q. Jsou tedy oba z PNQ,

ale v PNQ lezi pouze vektor 6.

Soubory X i X3 jsou LN a tedy
ap=ay=...=a, =0ataké amt1 = ami2=... = a, =0.

Soubor X je tedy baze P+Q, a proto dim(P+Q)=m + n=dimP+dimQ.

Véta 14:
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Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Necht (¥(1), %), ... %) je soubor vektoril z
V. Oznaéme P=[x(1) %2 ,)E'(”)]A. Potom:

(1) PCCV,

(2) dimP< n; dimP=n <= (XM, x® . (") je LN,

3)P= N Q

Qccv

(D)), 2MycQ
Dikaz:
(1) Snadno ovéfime, ze P+PCP i TPCP.
(2) V P neni jisté vice nez n LN vektortu podle Steinitzovy véty = dimP< n.
Z téhoz faktu plyne, ze kdyz (¥, %) ... ™) je LN, je dimP= n.
Naopak, je-li ()‘(’(1),5{(2), .. ,5{’(”)) LZ, 1ze jeden z vektoru vyskrtnout a soubor generujici P se
zmensi.
(3) Dokazujeme rovnost mnozin, a tedy 2 inkluze:
(a) Je-li ¥ €P, je linedrni kombinaci vektor (1), %(
prostoru Q, ktery vSechny tyto vektory obsahuje.
Je tedy PC NQ.
(b) Opaéna inkluze plyne z faktu, ze P je sim podprostorem obsahujicim vektory *(1), ()

2) .., XM a proto lez i v kazdém pod-
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Linearni zobrazeni

V dalsim vykladu budou v8echny vektorové prostory koneéné dimenze, i kdyz vétsina pojmu
a vét se uziva i v piripadé dimenze nekonecné.

Pouziji-li pro prostor oznaceni napt. P,, minim tim, ze prostor ma dimenzi n, kde n €N.
Definice:

Nechf P a Q jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T.

Zobrazeni A:P—Q se nazyvé linedrni (homomorfni) , praveé kdyz plati:

(1) pro kazdé i, }_; €P je .A(}_f + }_") = A(i) + .A(}?), (Zobrazenf je aditivni)

(2) pro kazdé o €T a X €P je A(O&i) = Oé.A()Z) (zobrazom’ je homogennl’)

Mnozinu vsech linedrnich zobrazeni P do Q znacime L(P, Q).

Jsou-li A, B € L(P, Q) a o €T, nazveme

(a) souctem zobrazeni A + B zobrazeni definované vztahem

(A+ B)(X) = A(X) + B(X) VX €P,

(b) ndsobkem zobrazeni A ¢islem « zobrazeni definované vztahem

(aA)(X) = aA(X) VX €P.

Zobrazeni O definované vztahem O(X) =6 VX €P, se nazyva nulové zobrazeni.

Poznamky:

1) Snadno se dokéaze, ze nulové zobrazeni je linedrni zobrazeni. Skutec¢né
OX+y)=0=0(X)+ 0O(y), O(ax) = 6 = a0O(X).

Stejné snadno zjistime, ze pii nasi definici je A+ B € L(P, Q)

aaAd e L(P,Q). Jeziejmé, ze L(P, Q) s takto zavedenymi operacemi tvoii vektorovy prostor
nad télesem T.

2) Pro libovolné linedrn{ zobrazeni A plati A(6) = G, nebot

A(3) = A(0X) = 0.A(X) (jen je tfeba peclive rozlisovat mezi nulovym vektorem 6 v prostoru
PaqQ).

3) Budeme uzivat zkrdceného oznaceni A(X) = AX.

Pouziji-li nékde symbol £(P, Q), fikdm tim implicitné, ze P a Q jsou vektorové prostory nad
stejnym télesem T.

Definice:

Nechf V je vektorovy prostor nad télesem T.

(1) Linedrni zobrazeni A € L(V, V) nazyvame linedrni operator a mnozinu linedrnich
operétoru znacime L£(V).

(2) Linearni zobrazeni ¢ € L(V,T) nazyvame linearni funkciondl a mnozinu linedrnich
funkcionéli znacéime V#. Jak vime, je to vektorovy prostor a nazveme ho prostor dudlni k
prostoru V.

Piiklady:

(1) Operator Z € L(V) definovany vztahem

IX=%X VX €V se nazyva identicky operétor.

(2) Je-li ve V,, ddna baze (X)), %) ... %) jsou soufadnicové funkcionaly

)?(1)#,)_{'(2)#, e ,5('(")# definované ve vété a definici 10 linedrni funkciondly z V,,7.

(3) Definujeme-li zobrazeni A : V,, -T" vztahem AX = (X)x (viz véta a definice 10), pak
Ae L(V,,T").

26



Definice:

Nechf P a Q jsou vektorové prostory nad T. Pak:

(1) Je-li A € L(P, Q) prosté, iikdme, Ze je monomorfni.

(2) Je-li A € L(P, Q) zobrazeni P ,,na“ Q, iikame, Ze je epimorfni.

(3) Je-li A € L(P, Q) monomorfni i epimorfni, fikdme, Ze je izomorfni (nebo zZe je to
izomorfizmus).

(4) Je-li A € L(P) izomorfni, iikdme, ze A je reguldrni operator.

Priklad:
Necht je dén prostor V, nad telesem T a X = (X, %2, %) je jeho béze. Zobrazeni
A € L(V,,T") definované vztahem AX = (X)y je izomorfizmus, nebot je ,prosté“ a
,na‘“.
a1
a9 n
Skutecné, kazdd n-tice (X)x = . ma jediny vzor Z ) a naopak, kazdy vektor
Qn
X mé jedinou n-tici soufadnic v bazi X'. Pravé definovanému zobrazeni fikdme souradnicovy
izomorfizmus v bazi X.

Véta 15:

Necht P a Q jsou vektorové prostory nad télesem T a A:P—Q je izomorfizmus. Pak existuje
inverzni zobrazeni A~1:Q—P, které je také izomorfizmus.

Dikaz:

Uvédomime si, co mdme dokazat. Jde o implikaci:

Je-li A linearni prosté zobrazeni P na Q —-

1. existuje A~ 1:Q—P,
2. A7l je
(a) aditivni,
(b) homogenni,
()
(d)

prosté,

na.

1. A je prosté a na, tedy nejenze kazdy vektor z P mé néjaky obraz v Q, ale také pro
kazdy X €Q existuje pravé jeden vektor y €P tak, ze Ay = X. Tento vektor y znacime
AR,

Tim je definovdno zobrazeni A~!1:Q—P. Pro dalsi tivahy je dilezité si uvédomovat
ekvivalenci Ay = X «— y = A 'X.
2. (a) Necht X1 % jsou dva vektory z Q. Oznacme y1) = A~1x(1) ) = 4-1x() 7
deﬁnlce inverzniho zobrazenl plyne
A}_f'(l %2 = Ay Tedy plati rovnosti
( ) + %2 = A7V + AF® = AGFD + §?). Z porovnani prvniho a posledniho
vyrazu plyne
AN RD 4 x2)) = 31 4 5@ = A-1x() 4 A-1%(2)
(b) Necht ¥ €Q a o €T. Ozna¢me ¥ = A~'X. Z toho plyne X = Ay. Plati aX =
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aAy = A(ay). Porovnanim krajnich vyrazii dostaneme A~ (aX) = ay = a A%
(c) Necht ®1), %) jsou dva vektory z Q. Mame dokézat implikaci: (1) # %2 =
AR £ A-1%(3),
Dukaz povedeme sporem.
Nechf (1) £ %2 a A~1x(D) = A-1%(2),
Oznaéme y = A% = A1) 7 definice invezniho zobrazeni plyne x(V) =
Ay, X3 = Ay, a tedy D = %3, Coz je spor.
(d) Mame dokézat, ze pro kazdy vektor ¥ €P existuje X €Q tak, ze A™'X = y. Z
definice inverzniho zobrazeni je zfejmé, ze tomu vyhovuje vektor X = Ay.
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Véta 16:
Necht P, Q, V jsou vektorové prostory nad télesem T, A € £(Q,V)
a B e L(P,Q). Slozené zobrazeni AB je definovano vztahem
(AB)X = A(BX) VX eP.
Plat{ AB € L(P,V).

Dukaz:

Je ziejmé, ze AB je zobrazeni P do Q. Zbyva dokézat, ze je aditivni a homogenni.
(a) Je-li X, ¥ €P, pak

(AB)(X+¥) = AB(X+¥)) = ABX + By) = A(BX) + A(By) =

= (AB)X + (AB)y.

(b) Je-li X €P a a €T, pak

(AB)(aX) = A(B(axX)) = A(aBX) = aA(BX) = a(AB)X.

Oznaceni:

Necht P, Q jsou vektorové prostory nad télesem T, A € L(P,Q). Necht MC P a NC Q.
Oznacime

AM) ={AX | XM} a A }{(N)={XcP| AX € N}.

Specidlné v piipadé, ze N={X}, znacime A~1(X) = A1 ({X}).

Mnozinu A(M) nazyvdme obraz mnoziny M a mnozinu A~!(N) nazyvdme vzor mnoziny
N.

Poznambka:

Peclivé si rozmyslete vyznam symbolu A1 (N) (je to mnozina jakychsi vektori) a symbolu A~ (je
to zobrazeni). T'yto symboly nemaji ptili§ mnoho spole¢ného.

Zatimco mnozina A~ (N) existuje vzdy (nékdy je ovem prézdnd), zobrazeni A~! rozhodné
vzdy existovat nemusi.

Véta 17:

Necht P a Q jsou vektorové prostory nad télesem T, A € L(P, Q). Pak,

(1) jelli Py CcC P, je A(P1) CCQ

(2) je-li Qi CC Q, je A71(Q1) CcCP

(tj. obraz podprostoru je podprostor a vzor podprostoru je podprostor).

Dikaz:

(1) Jasneé A(P7) neni prazdnd mnozina, nebot 6 € Py a tedy

Ac = 6 € A(Py). Stacf tedy dokdzat A(P1) + A(P1) C A(Py)

a TAP,) C A(Py).

Necht 4,V € A(P1). Potom existuji vektory X,y € Py, 7e AX = d

a Ay = V. Plati i + v = AX + Ay = A(X+¥). Nebot X +y € Py, je tedy i + Vv € A(Py), a
proto A(P;) + A(P1) C A(Py).

Stejné, je-li 4 € A(P1) a a €T, existuje X € Py, ze AX = u.

Plat{ ad = aAX = A(aX). Nebot axX € P, je tedy au € A(P;), a proto TA(P;) C A(Py).
(2) Ziejmé A~1(Qq) # 0. Plat{ totiz 6 € Q; a 6 € A~1(0).

(Uvédomte si, ze ve vztahu 6 € A~!(3) je nalevo nulovy vektor z P, zatimco napravo je
nulovy vektor z Q, resp. z Q).

Proto je také 6 € A71(Qq).

Necht %X,y € A~1(Qy), tj. A%, Ay € Q1.

Z toho plyne AX+¥) = AX + A¥ € Q; atedy X+ € A7 1(Qy).

Proto plati A71(Q1) + A7H(Q1) € A7H(Qy).
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Necht o €T a X € A71(Qq), tj. AX € Q. Plati A(aX) = aAX € Q.
Proto aX € A~1(Qy) a z toho plyne TA Q1) C A71(Q).

Definice:

Necht A € L(P,Q). Cislo dimA(P) nazyvidme hodnost zobrazeni A
a znacime h(A).

Mnozinu A~1(8) znaéime ker A a nazyvame jadro zobrazeni A.
Cislo dimkerA nazyvame defekt zobrazeni A a znacime d(A).

Véta 18:
Necht A € L(P,Q). Pak A je prosté tehdy a jen tehdy, jestlize v jeho jadru lezi jen nulovy
vektor (tj. kdyz kerA = {G}).

Dikaz:(sporem)

V dikazu budu u nulovych vektorti indexem naznacovat, z kterého prostoru jsou.

1) Necht A € £L(P,Q) je prosté a zaroven kerA = A~1(8q) # {6p}.

Vektor op lezi zcela jisté v kerA, nebot A(Op) = 6q. Z naseho druhého pfedpokladu plyne,
ze v ker A musi lezet jesté jiny vektor X # op. Pro néj tedy také plati AX = 6q. To je oviem
spor s prvnim predpokladem, nebot 6q ma dva vzory.

2)Necht kerA = A~1(8q) = {Gp} a zdroven A nenf prosté.

Existuji tudiz dva vektory (1) £ x(2) 7 prostoru P tak, ze AX() = Ax(?)

Je proto A(XM) — %(?)) = 8q, pricemz %! 2) +£ 8p.

To je spor s predpokladem ker A = {op}.

Véta 19:

Nechf P a Q jsou vektorové prostory nad T. Necht (X1, %) ... %(") je baze P a necht
(¥, 53, ... ™) je soubor vektort z Q.

Pak existuje praveé jedno linedrni zobrazeni A € L(P,Q) tak, ze

AXD =30 e q,

Dukaz:

Definujme zobrazeni A takto:

Pro libovolny vektor X € P, X = Z ;X" definujeme AX = Z iy, a tedy specidlné
AR = §0, . -
Dokéieme ze A je aditivni

Jeli % — Zal 7= ZBZ e %47 = i(ai+ﬁi)§(i).

7z deﬁmce zobrazenl A Vyplyva =

Ag= 3 o, Az = 32 50 0 AR +2) = 3 (0 + B)FY.

Je tedy A(X +7Z) = .AX —|— AZ. -

Dokazeme, ze A je homogenni.

Je-li X = ia[’i aa€T jeaxX = Zaax()

Z deﬁmce Zobrazenl A Vyplyva =

AX = Z a;y® a A(ax) = Z oy, Je tedy A(aX) = a.AR.

Jednoznacnost zobrazeni .A dokazeme sporem.
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Necht zobrazeni B € £(P,Q) mé rovnéz vlastnost BxW =g vien
a pritom A # B, tj. existuje vektor Z €P tak, ze AZ # BZ.

Nechf Z = i 7R
i=1

7i¥%. Podle definice zobrazeni A je

o

n .
Zobrazeni B je linedrni, a tedy BZ = 3 ;Bx(") =
i=1 1

(]
n :
oviem také AZ = 3 v, ¥®. A to je spor.
i=1
Véta 20:
Necht P a Q jsou vektorové prostory nad T. Nechf A € L(P,Q) a (XM, x?) .. ") je
soubor vektorti z P. Potom A([X(D, %3 . . x™])= [AxD), AX®) ... AX™)], (tj. obraz
linearniho obalu je linedrni obal obrazu generatoru).
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Dukaz:

Dokazujeme rovnost dvou mnozin, a tedy dvé inkluze.

(a) C

Necht % € A([XM, %2, ... x™])). =

% = A + %@ + .+ 0, 8M) = a1 AW + 0 AX?) + .+ 0, AR,
a proto X € [AXM), AX®) . Ax™)],.

(b) D

Necht % € [AX(D, A% AXM)],. =

%= 3 yARD = A(Y 3xD) € A(RWD, 2P ]y,
i=1 i=1

Véta 21:

Necht P a Q jsou vektorové prostory nad T. Necht A € £(P,Q) a b € A(P). Necht &
A-Y(B) (tj. Ad = b).
Potom plat{ A~1(b) = & + ker A.

Poznambka:

Uvédomime-li si, ze mnozina A~!(b) je mnozina vektort X, pro které

AX = B, vidime, ze véta tika, jak vypadd mnozina feSeni rovnice

AR = b. Tato mnozina je souétem mnoziny fesenf rovnice A% = & (to je kerA) a jednoho,
pevné zvoleného feseni a (tomu se obvykle fikd partikuldrni feseni).

Dikaz:

(a) C

Nechf % € A~1(b) «= AX = b.

Oznaéme Z = X — & <= X = a+Z. Protoze AZ = AX— A& =b—b =6 je Z € ker A, a proto
X €a+ kerA.

(b) D

Necht X € a + ker A. Existuje tedy Z € ker A tak, ze X = & + Z. Jasné plati AX = Ad+ AZ =
b+ 6 =Db, a proto X € A~ (b).

Definice:
Necht P a Q jsou vektorové prostory nad T. Existuje-li izomorfni zobrazeni P—Q, fikdme,
ze prostory P a Q jsou izomorfni a znac¢ime to P=Q.

Poznamka:

Tento pojem se zavadi i pro prostory, které nemaji konetnou dimenzi. U nasich prostort,
které konecnou dimenzi maji, se da velice snadno poznat, ze jsou izomorfni, podle nésledujici
vety.

Véta 22:
Necht P a Q jsou vektorové prostory nad T. Pak P=Q, pravé kdyz
dim P=dim Q.

Dikaz:

(a) Necht P~Q <

existuje A € L(P,Q) tak, ze A(P) = Q a ker A= {op} (viz véta 18).
Ozna¢me dim P=n.
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1) Je-li n=0 <= P = {op}.
Pak Q=A(P) = A({op}) = {op}. Z toho plyne
dim P=0=dim Q.

2) Necht n # 0 a (X1, %3 ... (”)) je baze P, tj. P= [i(l),i@),...,i(")])\.
Pak Q=A(P) = A([x ( ), % ( ) o, XM Ia)= [Ax(1 AX?) A)E'(")]A.
Dokézeme-li, ze soubor (AX )_('(2) AR ) je LN, bude to baze Q, a tudiz
bude dim Q=n.

Tvrzeni dokazeme sporem. Je-li aq,as,...,a, nenulova n-tice ¢isel takova, ze

> st = g, jo také A(3 o) = 3o,

= i=

a protoze kerA = {op}, je i ;X1 = Gp.

To je spor s linedrni nezévisz,lzolsti souboru (&1, %) . ,5{'(”)).
(b) Necht dim P=dim Q=n.

1) Necht n =0, tj. P = {op}, Q = {6q}-

Hledané izomorfni zobrazeni P—Q je zobrazeni A definované vztahem A6p = 0q.
2) Nechf n # 0, (X1, %2, %) je baze P a (1), §@ ..., §) je béze Q.
Podle véty 19 existuje pravé jedno zobrazeni A € L(P,Q) takové, ze AX() =
vy, Vi € f.

Dokazeme, ze je to izomorfizmus P na Q.

a)Je AP)=Q7?

AP) = A([XD, %2 ] )= [ARD, ARP) . AX(M],=Q a tedy zobrazeni
A je na.

B) Je kerA={op} ?

Dokézeme sporem. Necht X € kerA a X # 0.

Na jedné strané, nebot X €P a X # 0, je X = i ;X" a existuje index j € f, ze

i=1
Oéj 75 0.
Na druhé strané, nebot X € kerA, plati AX = 6, a tedy
AX = A(Z ozz}_c’(l)) = Z 041,,45(’(1) = Z Oli}_;(z) — 0
=1 i=1 i=1

= o; = 0,Vi € n vzhledem k linedrni nezavislosti souboru (y(U, vy, ... ,y’(")).
To je spor, a tudiz A je prosté.

Dusledek:
Necht V,, je vektorovy prostor dimenze n € N nad télesem T. Potom
VvV, =T"

Poznambka:
Toto tvrzeni je ndm jiz znamo. Dokonce vime, ze, zvolime-li ve V,, bazi X, izomorfizmus A
zobrazujici V,, — T" je zndmy soufadnicovy izomorfizmus definovany vztahem A(X) =

(X)x.

Véta 23:

Necht P, a Q, jsou vektorové prostory nad T stejné dimenze n € N. Necht A € L(P,, Q,).
Pak A je izomorfni, pravé kdyz je monomorfni nebo epimorfni.

Poznambka:
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Je jasné, ze véta plati specidlné i pro operatory z L(P,).

Dikaz:

(1) Necht A je izomorfizmus. Pak obé vlastnosti plynou pifmo z definice.

(2) Necht (i’(l),i’(z),...,i’(")) je baze P,. Dokazeme, ze A je monomorfni, pravé kdyz je
epimorfni.

a) Necht A je monomorfnl &= ker.A {o}
Ukézeme, ze soubor (Ax JAX®) ) AR(™) je LN. Nechf

i 0 AR = 6 = A(Z ;X)) = 8. Z predpokladu
i=1 i=1

ker A= {0} = i ;X)) = G a z linearni nezavislosti (¥, x?) ... ")) yyplyvd
i=1

o = ay = ... = ap, = 0. Soubor (AR, A% . Ax(® ) je tedy linedrné

nezévisly soubor z Q,, = je to bize Q, = AP,) = A([XD,x? .. . x"],)=

[(AxD) A2 AR, = Q.
Zobrazeni A je tedy epimorfni.
b) Necht A je epimorfni & A(P,) = Q.
Chceme dokazat kerA = {G}. Dukaz provedeme sporem.
Necht X € ker A\ X # 6. Necht X = Z ;X Plat{
=1

Q, = AP,) = AW, x®) . ])=[AXD, AX?), ... AX("M)],. Z toho plyne,
ze soubor (AX(D, A%(2) ,.Ax )) musi byt LN, nebot jinak by dim Q,, < n.
Plati AX = Y 0; AX() = & (nebot % € kerA).

i=1
7 linearni nezavislosti (AX(M, AX®) ... AR(™) plyne
a1 =a9 =...=a, =0= X =0, coz je spor.

Véta a definice 24:

Necht V je vektorovy prostor (koneéné dimenze) nad télesem T. Necht

P CC V. Pak existuje Q CC V tak, ze V=P3Q.

Podprostor Q nazyvame doplnék podprostoru P do V a ¢islo dim Q nazyvame kodi-
menze P a zna¢ime codim P.

Pro libovolny doplnék P do V plati dim V=dim P+dim Q,

tj. dim V=dim P+codim P.

Poznamka:

Vsimnéte si, ze zatimco doplnék P do V neni dan jednoznac¢né, kodimenze codim P jedno-
znacné déna je (podle 1. véty o dimenzi). V dukazu véty bude tedy t¥eba doplnék pouze najit
a tvrzeni o dimenzich jsou zfejma.

Dukaz:

Kdyz dim V=0, pak jedind moznost je V=P=Q={6} a véta plati. Necht tedy v dalsim je
dim V=n eN.

1) Kdyz dim P=0, je jedind moznost Q=V, nebot V={3}&V.

2) Necht dim P=k < n, k # 0, nechf (XM, % .. %(*)) je béze P. Podle véty 9 existuji
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") tak, ze

)
) je baze V.
gk g(k42) ()], je doplnek P do 'V, tj., ze plati V=P+Q

vektory xk+D) g(k+2) - (
&, .., (k)’i’(kﬂ)’ .-
Dokéazeme, ze podprostor Q=]
a zaroven P N Q = {o}.

Prvni rovnost vyplyvé z toho, ze soubor (X1, ... %) gk+1) " () je baze V, a druh4 z

toho, ze tento soubor je LN.
3) Je-li dim P=n, je nutné Q={0}.

Véta 25:
Necht P a Q jsou vektorové prostory nad T. Necht A € L(P,Q). Pak h(A) <dim P a
h(A) <dim Q.

Dikaz:

a) h(A)=dim A(P) a A(P) cCQ= h(A) <dim Q.

b) Pokud dim P=0, je A(P) = {6} a nerovnost h(A) <dim P je jasn4d.
Necht dim P=n 75 0a (5('( ), %@ %) je béze P.

Pak A(P) = [AX() A%, A”( >)]A — h(A) =dim A(P) < n =dim P.

Véta 26: (2. véta o dimenzi)

Necht P a Q jsou vektorové prostory nad T. Necht A € L(P,Q)
(dim P < oc0).

Potom h(A) 4 d(A) =dim P.

Dikaz:
a) Kdyz h(A) =0, tj. A(P) = {6}, je kerA=P = d(A)=dim P a rovnost jasné plati.

b) Necht h(A) =k €N, tj. dim A(P) = k. Necht ("), y@ ... k) je bize A(P).
Existuje soubor (¥, %) . %0 tak, ze AX() =y Vi ¢ k.
Soubor (XM, %®) ... %)) je LN (nebof plati implikace

k ) k ]
=1 i=1
Oznacéme P = gD @) x®)],.

Ziejmé plati dim P = k =dim A(P) = h(A).

Staci dokézat P=P @& kerA, nebof z toho vyplyne dim P=h(A) + d(A).
K tomu je tfeba se presvédcit, ze

1) P=P+kerA a 2)PnkerA=/{3}.

ad 1) Dokazujeme rovnost mnozin P=P + kerA.
Inkluze D je jasné, nebot P cC P a kerA CcC P.
Dokézeme inkluzi C.
Necht X € P = AX € A(P) = existuji koeficienty a1, as, ...,y tak,
k )
7e AX = 3 ayy®
i=1
' k , k
Oznaéme p= >, ;X" a g=%— > ;%"
i=1 i=1
k )
Ziejmé p € P, a protoze AG = AX — 3 a; AX() =3, je § € kerA.
i=1
AleXx=p+d, atudiz X € P+ kerA.
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ad 2) Diikaz provedeme sporem.
Necht vektor X € P NkerA a X # 6.

- k ) k ) k )
ReP=%x=> ax) = AX = 3 @; Ax) = 3 ;5.
i=1 i=1 i=1
k )
R € kerA = AX =6, a tedy 3. ;¥ = 6.
i=1
Nebot soubor (¥, 5@ ... §#)) je LN, je oy = ag = ... = a;, = 0, a tedy ¥ = 6. Coz je
spor.
Véta 27:

Necht P, Q a V jsou vektorové prostory nad T. Necht A € £L(Q,V)
aBe L(P,Q). Pak h(AB) <min{h(A), h(B)}.
Je-li zobrazeni A izomorfni je h(AB) = h(B). Je-li zobrazeni B izomorfni je h(AB) = h(A).

Dikaz:

Z definice slozeného zobrazeni a z definice hodnosti zobrazeni plynou nésledujici vztahy.
h(AB) =dim A(B(P)), h(A) =dim A(Q), h(B) =dim B(P).

Protoze B(P) CC Q je podle véty 17 A(B(P)) cC A(Q),

a tudiz h(AB) < h(A).

Oznaéme A; zobrazeni B(P) do V, které je ztizenim zobrazeni A na B(P) (to znamend, ze
obé linearni zobrazeni se lis{ jen definicnim oborem).

Plati h(AB) =dim A(B(P)) =dim A;(B(P)) = h(A;).

Podle véty 25 je h(A;1) <dim B(P) = h(B), a tedy i h(AB) < h(B).

Je-li A izomorfizmus, existuje podle véty 15 zobrazeni A~! € £(V, Q). Snadno si rozmyslime,
7e plati B = A7!1(AB). Lze tedy B povazovat za slozené zobrazeni a podle jiz dokdzané
¢asti vety vime, ze h(B) < h(AB). To spolu spolu s nerovnosti h(AB) < h(B) ddva rovnost
h(AB) = h(B).

Zcela analogicky, je-li B izomorfizmus, lze slozit A = (AB)B~! a dostaneme h(AB) = h(A).
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Matice a linearni zobrazeni

Znovu pripomeneme pojem matice.

Definice:
Matice A o n Fadcich a m sloupcich (matice typu n x m) je soubor ¢isel (obecné komplexnich)
zapsany ve tvaru

aip a2 ... Aim

a a oe @
A= 21 W22 2m

anl AR ... Anm

j=1,2,...,m
nebo slovniho spojeni A=(a;;) typu n x m).
Cisla a;; nazyvame prvky matice.

Oznaceni a poznamky:
aij

ag;
1) Soubor Aje = (a1, Gi2, - - ., Gim) se nazyva i-ty fadek matice A a soubor A,; = ’

Gnj
se nazyva j-ty sloupec matice A. !
Pokud to budeme potiebovat, budeme prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci matice A (tj.
prvek na pozici (4, j) ) znacit [A];;.

2) Matice se rovnaji, maji-li stejny pocet fadku a sloupcu a shoduji se ve vsech prvcich.
3) Matice O, jejiz vsechny prvky jsou 0, se nazyva nulova pii libovolnych rozmérech.

4) Je-li n = m nazyvé se matice étvercova fadu n, soubor (aii,as,...,an,) se nazyva
hlavni diagonéla matice a soubor (ap1,an—12,...,a1,) se nazyva vedlejsi diagonala ma-
tice.
aill 0 0
b2 , . 0 a9 0 . Lo ~ ;s .
5) Ctvercova matice D= , kde a;; = 0 pro i # j, i,j € n se nazyva
0 0 et Gpp
diagonalni.
1 0 . 0
6) Matice I= se nazyva matice jednotkova.
0 0 ... 1

7) Prvky matice jsou v nejobecnéjsim piipadé komplexni ¢isla, tj. a;; €C. Pokud bude dulezité,
ze prvky matice jsou pouze z néjakého télesa TCC, uvedeme to zvlast. Specialné o matici,
kterd ma prvky z R, budeme mluvit jako o redlné matici.

Definice:
Necht A a B jsou matice typu n x m
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a1 a2 ... Qim bu b12 blm
a1 a2 ... Q2m b21 b22 bgm

A= . . . 7B:
anl ap2 ... Qapm bnl bn2 bnm

potom
1) sou¢tem matic A a B nazveme matici

ai1 +b11 aia+bi2 ... aim+bim
a1 + b1 age+ba ... agm+boy
ap1 + bnl an2 + bn2 e Qpm Tt bnm

2) je-li « ¢islo z téhoz télesa jako prvky matice, nazveme nasobkem A matici

aalp oal2 ... Qim

aag1 «az2 ... Qa2m
aA =

aln1 Qp2 ... CQpm

Tyto operace se tedy zavadéji po prvcich. V nésledujici definici zavedeme jesté jednu operaci.

Definice:
Nechf A je matice typu n x m a B je matice typu m x p

ailr a2 ... Qim b11 512 e blp

a1 a2 ... Q2m b21 b22 e bgp
A= . . . ) B =

anl ap2 ... Qapm bml me e bmp

Pak sou¢inem matic A-B nazveme matici C=AB typun X p

€11 €12 ... Cip

C21 C22 ... C2p
C= ,

Cnl Cp2 ... Cpp

kde c;; = a;1015 + aseboj + ...+ aimbpy; proi €n,j € P (tj. prvek cij je jakousi sumou soucint
prvku i-tého fadku A a j-tého Fadku B).

Vlastnosti operaci s maticemi:

1) Scitat se daji pouze matice téhoz typu. Protoze s¢itani se zavadi po slozkéich je komuta-
tivni i asociativni, tj.

A+B=B+A i (A+B)+C=A+(B+C).

2) Néasobeni matic je také asociativni,

kdyz je A=(ai;) typu n x m, B=(b;;) typu m x p a C=(¢;;) typu p X g,

plati (AB)C=A(BC).
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Diikaz:
Dokazeme [(AB)C];;=[A(BC)];; proi € n a j € q.

p
[(AB)Clij= > [ABlicy; =
k=1
(rozndsobime (prohodime
p m vnitfni sumu) p m sumy) m p
= > (X agbi)cr; = > (X aabikery) = > (X agbikerj) =
k=1 1=1 k=1 =1 =1 k=1

(vytkneme z
vnitfni sumy

= Z ai( Z bikCrj) = Z ay[BCJi; = [A(BC)];;.
3) Kdyz je A typu n><m BaC typu mxp plati zdkon distributivni (tj. A(B+C)=AB+AC).

Dikaz:
Dokdzeme [A (B + C)lij = [AB + AC]” pro i € n ajeEp.

[A(B+C)l;; = Z ik (brj + cxj) = Z irbrj + Z aircr; = [AB + AC];;.

4) Pro nasobenl matlc neplati obecne zakon komutatlvnl (tj. AB=BA), ani kdyz obé
matice jsou Ctvercové.

Zduvodnéni: Necht je A typu n x m, B typu p x q.

Aby sou¢in AB mél smysl musi byt m = p = AB je typu n X gq.

Aby souc¢in BA mél smysl musi byt ¢ = n = BA je typu p X m.

Aby tedy rovnost AB=BA méla smysl musi byt n =pag=m

O komutovani tedy by bylo mozné mluvit jen v pripadé, ze n = m = p = ¢, tj. kdyz matice
jsou ¢tvercové stejného typu.

Ani tehdy to v8ak neni obecné pravda, coz ukaZeme na piikladu. Necht

1 2 10 5 2 1 2
(12 eme (18] = e 3 e[ 2)
Jestlize pro ¢tvercové matice A, B plati AB=BA fiikdme, Ze jsou zaménné nebo ze komu-
tuji.
5) Necht T je jednotkovd matice fddu n, A matice typu n x m, B typu p x n, pak zfejmé plati
IA=A a BI=B.
Specialné, je-li C ¢tvercova matice radu n, je IC=CI=C.
6) Zcela ziejmé je rovnéz nasledujici tvrzeni.
Necht « je ¢islo, A matice typu n x m, B matice typu m x p, pak
a(AB)=(cA)B=A(aB).

x1 by
, xT9 _, b2

7) Necht X = | . ceC™ b= . € C™. Pak lze X chépat jako matici typu m x 1 a
Tm bn

b jako matici typu n x 1.

all a1 ... AQim
. as) a9y ... as .
Necht matice A= ™ | je typun x m.
anl Gp2 ... Anm
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anTy + a1222 + ... A1mTm

.. ) . a91x1 + 29T + ... A9 Tm ) ‘
Soucin matic AX = ) a plati ekvivalence

11 + An2T2 + ... AnmTm
ai1T1 + a1222 + ... AT, = by
L - ao1T1 + a992xo + ... a2 Tm = b
AR =D 211 2272 2mTm 2
Ap1Z1 + 2T + . .. GmTm = bn

Vztah AX = b je tedy pouhym dspornym zapisem soustavy n linedrnich algebraickych rovnic
o m neznamych. Mluvime o maticovém resp. vektorovém zapisu soustavy.

Definice:

Necht P,, a Q,, jsou vektorové prostory nad T. Nechf X = (x(1), %) . . %(™) je baze P,,
aY =W, 32 ... §") je béze Q,. Necht A € L(P,,, Q).

Matici zobrazeni A v bazich X a ) nazveme matici o n fddcich a m sloupcich, jejiz j-ty
sloupec je roven (AXU))y, pro j € r.

Tuto matici znacime Y.

Poznamky:

1) Prvky matice jsou éisla z télesa T.

2) Pokud si matici “4Y piedstavime rozdélenou mezi jednotlivymi sloupci na jakési ,subma-
tice“, muzeme definici symbolicky zapsat nésledujicim zpusobem:

W = (AR, (AR, (AR ).

3) Za pomoci souradnicovych funkciondltt miizeme prvky matice Y4Y definovat takto:
[¥4%);; = 0% (A%U)) pro i € A a j € 1.

Véta 28:

Necht P,, a Q,, jsou vektorové prostory nad T. Necht X je baze P,, a Y je baze Q,,. Necht
A€ L(Pp,Qn), R € Py

Potom (AX)y = AY(X)x.

Dikaz:
ail] a2 ... AQim
Oznacme X = (21,72, ... Zm) a ¥y = | @21 922 -+ G2m |
anl Ap2 ... Apm
ai a2 a1m
asi as2 az
tj. (AZ())y = (AZ®2)y, = ... (AZM)y, = | 7" | . Déle oznacme
an1 an2 Gnm
Z1
T2
X = | . ctj X = 2120 4+ 222@) + 4 2,20 a tedy AR = 21 AZ0) + 2,473 +
Tm
et T AZ,
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7 toho vyplyva
(AR)y = 21(AZM)y + 29(AZ2))y + ... + 2 (AZ™)

y pr—
ail ai12 A1m 1171 + a1222 + ... A1 T
as1 a2 a2m a21T1 + a22x2 + ... 2mTm
=x1| . +x2| . +.oo. T | . = =
anl an2 Anm Ap1T1 + Ap2T2 + ... GpmTm
ail a2 ... aim Z1
1)
azi; a2 ... a2m /\543;(_,
anl Ap2 ... Anm T,
Véta 29:

Necht P,, a Q, jsou vektorové prostory nad T. Necht X je baze P,, a Y je baze Q,,. Necht
A, B € L(P,, Q). Potom plati:

1) MA+ B)Y =Y +BY,

2) YaA)Y = aY.

Dikaz:
Oznaéme X = (X, %) ... %) 7 definice matice zobrazeni plynou vztahy YUY = ((Ai(l))y, (AX2))y, ...

ABY = ((Bi(l))y, (BX))y, ..., (Bse<m>)y)

a A+ B = ((A+ BRO)y, ((A+ BIR)y. ., (A + BR)y ).

Nebot souradnicovy izomorfizmus je aditivni plyne z nich tvrzeni 1).
Analogicky se proveii tvrzeni 2).

Véta 30:

Necht P, Q,, a V,, jsou vektorové prostory nad T.

Necht X je baze Py, Y je bdze Q,, a W je béze V,,. Necht A € L(Q,,, V))
aBeL(Pnm,Qn).

Potom plati Y AB)WY =YAW BY.

Dikaz:
Oznaéme X = (X, %)  x(m),

Pro j € m dokézeme, ze j-té sloupce obou matic jsou stejné.
v(épg;)dgg) v(cpt;l)dng)

[X( AB)W} = (ABRD)y, = WV(BRO))y, = W ABY (%)) =
oj
= (WY BY)gl) = {wv ng} ‘
o
V poslednich dvou rovnostech jsme uzili jednak toho, ze souc¢in libovolné matice odpovidajicitho

rozméru s j-tym vektorem standardni baze v C™ ( v pofadi matice-vektor) déva j-ty sloupec
matice, a dale toho, ze (X)) y = &U).
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